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BORA 


如 和 欲 精 通 解 题 术 ,首先 需要 进行 解 题 训 练 , 包 括 解 题 思想 与 方法 技巧 的 训练 ,得 
分 步 台 的 训练 。 对 于 解 题 训练 ,必须 下 定 决 心 , 视 其 为 日 常生 活 中 的 一 个 重要 部 分 。 
做 到 这 点 必须 有 坚韧 不 拔 的 意志 。 饮 食 质 量 .睡眠 时 间 、 社 交 生 活 乃至 思维 活动 无 
不 影响 着 你 对 解 题 的 信念 。 

解 题 要 的 是 激情 。 头 脑 中 始终 浮现 的 就 是 , 当 你 达到 目标 时 所 能 得 到 的 奖赏 ， 
以 此 激励 自己 。 充 满 激情 就 能 赢得 尊敬 、 争 得 公认 ,就 能 树立 信心 和 胜利 感 , 就 能 显 
得 神采 奕奕 ,就 能 感到 自我 满足 。 

解 题 训练 的 重要 意义 在 于 , 它 赋 予 人 们 一 种 临 难 不 惧 , 泰 然 处 之 的 本 领 。 这 个 
本 领 促使 您 在 关键 时 刻 采取 迅捷 而 有 效 的 行动 :能 在 一 刹那 间作 出 抉择 ,反应 正确 。 
这 个 关键 时 刻 就 是 高 考 战场 的 两 个 小 时 。 

在 掌握 了 解 题 的 技巧 之 后 ,您 就 会 觉得 , 解 题 这 项 活动 变 得 更 令 人 兴奋 ,更 令 人 心 满 
意 足 了 。 你 就 能 充分 利用 自己 的 力量 征服 自身 思维 的 薄弱 。 

胜利 的 滋味 最 令 人 陶醉。 你 的 解法 如 果 达 到 了 炉火纯青 的 地 步 , 那 你 就 可 以 经 
常 沉 漫 在 胜利 的 喜悦 之 中 。 从 事 解 题 训练 ,要 养 成 积极 动脑 的 习惯 , 广 做 联想 ,让 您 
的 想像 之 翼 时 刻 张 开 着 ,振动 着 。 这 一 习性 在 日 常生 活 中 将 处 处 给 你 带 来 益处 ,使 
你 左右 着 源 ,如 有 神助 。 

成 功 没有 楼 径 ,好 题 要 做 六 饥 。 要 小 聪明 抄 近 路 ,必定 走 进 死 衣 同 ;投机 取 巧 只 
能 适得其反 。 

解 题 的 训练 要 按 计 划 进 行 。 为 达到 掌握 全 部 解 题 技术 的 长 期 目标 ,首先 应 制订 
短期 目标 。 这 些 短期 目标 会 时 刻 激励 着 你 ,帮助 你 克服 懒散 、 灰 心 和 惰性 。 

掌握 解 题 术 要 有 激情 ,要 全 力 以 赴 、 信 心 百倍 。 在 考场 上 ,这 种 精神 会 渗透 于 你 
解 题 的 全 过 程 ,使 你 赢得 胜利 。 

史 分 哗 天 下 , 赢 分 赢 天 下 。 这 正 是 (我 一 定 要 赚 分 ) 这 套 从 书 命名 的 由 来 。 

我 们 期 待 着 你 的 成 功 ! 金榜 题名 时 ,是 你 和 父母 最 激动 也 是 我 们 最 激动 的 时 
刻 。 现 在 ,我 们 作者 群 已 经 闻 到 了 您 的 谢 师 富 上 庆功 酒 的 醇香 ,祝酒 词 的 激昂。 虽 
然 我们 远 隔 百 里 、 千 里 ,但 心绪 是 那样 的 一 样 。 

再 一 次 预 视 您 的 成 功 ,考场 传 出 欢呼 声 ! 
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函数 是 高 中 数学 ,其 理论 和 应 用 涉及 各 个 方面 ,是 
中 数学 的 一 条 主线 . 函数 思想 , 系 最 重要 的 、 最 基本 的 数学 思想 方法 之 一 ,可 见 它 在 
整个 高 中 数学 中 的 地 位 和 作用 . 我 们 这 里 所 说 的 函数 思想 是 指 运用 函数 的 概念 和 性 
质 去 分 析 问 题 . 转 化 问题 和 解决 问题 . 为 节省 篇 幅 , 本 章 仅 侧重 于 对 那些 本 身 无 明显 
的 函数 关系 的 问题 ,通过 类 比 、 联 想 . 转 化 ,合理 地 引进 函数 ,并 通过 对 所 引进 的 函数 
“的 研究 ,使 问题 得 以 解决 
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D (2008 年 重庆 高 考 理 。T4) 已 知 函 数 ?= V1 一 z 十 Vz 十 3 的 最 大 值 为 
O a AA u usa = 
和 i i Z F: 
A. T B. > G: 7 D. FI 
a y C v y= VI 一 z 十 /xz+320. 
` “y=4 二 2 VO- DaF = 二 4 十 2 W 一 (z 十 1]) HA, 


当 r=—1 时 ,Yi = 8, se yas = 2 2, 
3 r=1 或 一 3 时 ,yain 一 4 C. Ymi — 25 








MD cos 年 安徽 高 考 文 T20) 已 知 函数 nO i -2r qa ay 


十 1 ,其 中 4 为 实数 . 

(]) 已 知 函 数 f(x) 在 zx 一 1 处 取得 极 值 , 求 a 的 值 ; 

(2) 已 知 不 等 式 for ratl 对 任意 a € (0, 十 co) 都 成 立 ,求实 数 工 的 
取 值 范围 . 

【规范 解析 】 (Df (zx)==ax’: 一 3z 十 (a 十 1)， 

直 于 函数 f(x) 在 x= 二 1 处 取得 极 值 ,所 以 fF(1)=0. 

Pp a—3+a+1=0,2.a=1. 


BEZ H ti , 6 E ñE K DUR TE AAE IN É (RE EBR) W Wk 2: b) T ! 





Casasia T, 



















. 中 "Ó 4 ES EN £ r E a va a. 1 sih A, maT n nl. = k 
a a T OERE =. s ee T He ts P e a E maia aaa Mu sana La ai 二 ar kz r = z = 
H 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 ee su sawah z 
aE x = 1 S ATE J pa Ea I PR w ss > HH TE k S ja | 1: -. .: r ` TON r 1 F i "mPa iE I > s ka -A T> i 5 n E I le F 





(2) 由 题 设 知 :az2 一 一 "一 上 十 1 对 任意 aC (0, 十 co) 都 成立 ， 


Ep a(z2++2)— r —2z>0 对 任意 a € (0, 十 ce) 都 成立 ， 


于 是 o> 王 TH aet uCE(0, 十 co) 都 成 立 ， 


a 
ae 2 
“TI 
所 以 工 的 取 值 范围 是 {z| 一 2 和 xz 和 0 外， 
重信 已 知 方程 a 十 2(24 一 1)zx 十 44 一 7 二 0 中 ,a 为 正 整数 , 问 a 取 何 E Wes T 
时 ,方程 至 少 有 一 个 整数 根 ， q 
BRRR) #uanangua = ENa kernet E A 


分 全 难 . 不 妨 把 RRT 的 函数 来 试 试 
【 解 】 将 原 方程 改写 为 
a(z 十 2)2 一 2z 十 7 Ce) Wa 
显然 , 当 z= 一 2 时 ,(* ) 式 不 成 立 , 所 以 有 


2x 十 7 
TT Ea pa 


w a 为 正 整数 , 则 须 2r+72>(r+2)°. 

#g48—3=< r<1(r€ Z,rzZ —2) 

“. 工 只 能 在 一 3, 一 1,0;,1 PRE. 

RAC # ) 式 中 可 知 , 仅 当 z= 一 3,z 二 一 1 A x==1 时 能 保证 a 为 正 整 数 . 此 
时 分 别 有 a=1 和 ae 一 5. 
故 当 a 为 1 或 5 时 原 方 程 至 少 有 一 个 整数 根 . 
【 解 后 感言 了 本 来 原 方程 中 的 变 元 是 Ta 为 参数 , 解 题 过 程 中 我 们 “ 反 客 为 
主 ”, 将 方程 表示 成 为 a 的 函数 关系 式 (* * ) ,这 种 将 参数 和 未 知 数 等 同 看 待 的 思想 
是 函数 思想 的 思维 特征 之 一 ， 


二 利用 函数 的 单调 性 


RN 


解 题 秘 言 ;函数 的 单调 性 ,对 具体 函数 通常 并 不 难 判别 . 对 有 些 数 学 问题 ,者 能 
与 函数 的 单调 性 联系 起 来 , 常 能 获得 简捷 、 直 观 的 解法 . 


愈合 (2008 年 全 国 工 高 考 理 。T9) 设 奇 函数 f(x) 在 


(0, 十 so) 上 为 增 函数 , 且 D-0 R G S <0 的 解 集 为 
( ) 











<0. 








A. (—1,0 U (1, +) B, (—20,—1)U (0,1) 
enaA, BERN, RA PR FA TRR) 它 亦 
我 师 亦 我 友 ! 
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TITI = TEREST F Ak, 
aED fA f hk, TEE f(x) 的 图 象 大 致 如 下 ; 
, 





x Da CD c= 252 <o 


=T * fir)<0, H ËI $ 可 知 z€ (—1,0>U(0,1). 
【答案 】 D 
2: (2008 年 山东 高 者 文 。T21) 设 函数 (r) =r e] Har tbr, BA z 


=—2 A z==1 为 f(x) 的 极 值 点 . 
CDR a Mb 的 值 ; 
(2) 讨 论 f(z) 的 单调 性 ; 


€“ (3) 设 z(a) = z — 2 RER fO) 5 g(x) 的 大 小 . 
【规范 解析 】 DAA f (z)= e l(2z+ z2) + ar + 2bz== ze” (z+ 2) 
~ hiipii 
o a I 二 一 2 f z=1 为 fr) RAES, 
. eak f 2)= f'(1)=0 


—6a+2b=0 1 
* 一 一 一 ,一 一 1. 
LIN i. 0， 解 方程 组 得 a a b= 


(2) 因 为 a 一 一 了 ,一 一 1 


所 以 fi (z)=xz(=+2)(e*”!—1), 

令 (zx) 二 0, 解 得 rz = — 2st =0,z 5l, 
2 因为 当 z€ (—co,—2)U(0,1)8, f (z)< 0, 
mn. 当 z€ (—2,0)U(1,+co)#, f (z)>0. 

所 以 f(x) 在 (一 2,0) 和 (1, 十 co) 上 是 单调 遂 增 的 ， 
在 (一 co, 一 2) 和 (0,1) 上 是 单调 递减 的 . 


(3) 由 (1) 可 知 f(z)= z es" 一 本 zz 二 


故 f(z=)—g(z)=ztel—z'=x' (e 一 并 )， 
A h(z)=e* i Lar W| '(z)=er1—lu1, 

£ h'(z)=0,# z=1, 

因为 z€ (—co,1]8#F ,h' (z)<0, 

A h(z)Ë& z€ (—co,1] F 4838 k. 

a z€ (—co,1]8F ,h(z)Zh(1)=0; 

因为 zE€E[1, 十 oo0) 时 ,hh (x) 宇 0， 

所 以 h(x) 在 TE[1, 十 co) 上 单调 递增 . 


黑 胖 中 高 举 控 考 火 炬 ,发 现 神秘 英 测 的 数学 解 题 世界 ,是 ( 帮 分 ) 纷 我 伐 视 群雄 
的 力量 ! 
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Pr pe a ee 

i he tH pe ee Te Er I pra ee 

了 了 一 sasana a D Sana 可 让 = A'E s Ph na LA 

Es, 1 LM ee bpn: epi Ee er rh Eh ee eh te ee sapa E E E Da 
ae 

"m s T 


r 
=- deLL 


as Fr 

Pp. ag FA: : =I. Denim 
ce B a sh 

e kola an 





7 Eent ,i a 
th tn ee Suka: 


Er F O ShO) = =0. 
所 以 对 任意 z€ (—co, to), EA hir) Z0, 
x 2:2>0,B sk, f(z=)—g(z)Z0, 

故 对 任意 z€ (—co,+coo), 3 faga). 


W RAAB ARKE RERS- T tti pi 
对 一 切 自 然 数 ”都 成 立 . 
[W] 记 f(D) 一 一 十 二 5 十 … 十 3 二 M 


1 1 1 
st Fat ki + 3t 3a tt 


TETARA satan SFD N 


1 T Aa L 


ga ee 
ee u CT 






ftnt+1)= 


= ZE 2 a= š) jia 3n t4 (3n+3) REEN, o : | i : a x ; l — 


TT a FDD? o a 


AODA n OAR, — 
-. f m) fJ k | 8 j= ++ Bit fO)>2a—5XF—1JB 3 | 
n 都 成 立 , 当 和 且 仅 当 f(1)2>2a—5, 


“< 


[REBRE] 对 有 关 数 列 问 题 及 涉及 以 自然 数 n 为 变量 的 问题 , 常 可 视 为 函数 
Fn RERA f(z) 一 样 判 定 其 单调 性 .这 里 用 的 是 差 值 法 判定 其 单调 性 . 


三 、 利 用 函数 的 奇偶 性 


mpi tit ttt a 


he 


入 御 C2008 年 辽宁 高 考 理 。T12) 设 f(x) 是 连续 的 偶 函数 , 且 当 z>0 时 U 


f(z) 是 单调 函数 , 则 满足 SOSE ) 的 所 有 z 之 和 为 ( ) 
A. —3 B. 3 (Ca = 8 D. 8 
【规范 解析 ] 若 二 3 尖 0, 依 题 意 工 与 二 4 并 号 ， 


外 
即 z<—4 ñ —3<x<0 且 一 I= Fg. 


“eT +5r+3=0,A=5—4X3>0, zı Hr: 5—75, 

此 二 根 均 符合 题 意 . 

若 < 二 3 一 0, 则 z 一 一 3 符合 题 意 . 故 所 求 和 为 一 8 kak C. 
T 

[#8] C 


为 了 母 素 的 微笑 ,我 一 定 要 赚 分 1 我 的 考场 每 一 分 ， 都 是 妈妈 的 青丝 络 。 














REBA] 这 里 这 用 pq | 


性 方程 化 归 为 简单 的 一 元 二 次 方程 来 求解 . 


WD (2008 年 福建 高 考 文 ，T4、 理 。T4) 函 数 F(z) 一 到 十 sinz 十 1(zE 有 R)， 


E Fa) 一 2, 则 f( 一 a) 的 值 为 ( ) 


A. 3 B. 0 L. =] D= 
【规范 解析 】 设 gelr) =r H+ sinr. WJ f(z) 二 g(x) 十 1 
f(a)=g(a)+1=2, 7. g(a)=1. 

x. g(—xz)= (—xz)° +sin(—z)= — (r +sinr)=— glr), 


F g(z)3 W AR. 

*. f£(—a)=g(—a)+1=—g(a)+1= —1+1=0 
【答案 】 B 

VEJ 解 方 程 (5zx 十 3)* 十 x 十 6x 十 3 二 0. 





【 解 】 将 方程 改写 成 
(5z 十 3) 十 (5z 十 9) 二 一 (x 十 xz) 
Z fD tr M f(x) 为 奇 函 数 , 且 在 R 上 单调 增 . 
原 方程 即 为 f(5zx 十 3)= 二 一 7)= 二 ff( 一 zx). 
由 f(x) 的 单调 性 知 , 其 对 应 法 则 f 是 一 一 对 应 的 . 
w 5z 十 3 一 一 并 


得 z=—— Bl z= 一 郴 为 原 方程 的 解 
【 解 后 感言 】 这 里 运用 画 数 的 奇偶 性 及 单调 函 教 一 一 对 应 的 关系 将 复杂 的 高 


次 方程 化 归 为 简单 的 一 元 一 次 方程 来 求解 . 





四 、 利 用 函数 的 连续 性 和 有 界 性 








全 二 证 明 :方程 zx=asinz 十 ba>>0,p>0) 至 少 有 一 个 正 根 , 它 不 超过 


a+ b. 


[CERA] ił f(z=)=asinz+)b— =. 
则 六 z) 在 (一 ce ,十 ce) 上 连续 , 且 f(0)=5b>0. 
MX f(a+b)=asin(a+b)+b—(a-+B)) 
=a[sin(a+b)—1J]=<0 
车 f(a+b)=0,M ab 就 是 方程 的 根 , 且 它 不 超过 atb; 
F fla+b) <0, N Fo)>0, 故 在 区 间 (0,a 十 已 内 至 少 存在 一 个 zo ,使 得 f(xo) 


=0, 即 To = SINxo +b. 





故 方程 z= 二 asinz 十 4 至 少 有 一 个 正 根 , 它 不 超过 atb. 
G 3 3E H N IW0)3 73 PR80931 FU, RERE bM ARRA TIR 








È r hh — X. 
PD 求 函 数 "一 z+4+ V5 一 z 的 最 大 值 和 最 小 值 . 
【 解 】 == 5cos0,0C [0n]. M 


y 一 V5cosg 十 4 十 W5 一 5cos 0 
一 /5(cosb 十 sinp 十 4. 


一 Vi0sin(b+ 亚 ) + á, 


3 — < 28 
4 tS 


A 0= >m = 0 时 ,ye 一 4 10; 


= 0=x, E] T= = 
[REBA] 利用 换 元 ,将 代数 函数 转化 为 有 界 的 三 角 函数 ,使 解答 过 程 简单 


明了 . 
五 .利用 函数 的 周期 性 
mayn i ABAE 
——."-F°D 
PET 2008 年 四川 高 考 文 ，T9、 理 "T11) 函 数 /(z) 满 足 S ， f z+ 2) 
=13. # f(1)==2, 则 f(99)= ( ) 
. 13 2 
A. 13 B. 2 C. > D. 13 


【规范 解析 】 由 F(z)。f(z 十 2) 一 13， 得 f(z+2) =a 
13 
“f(z+4)=f((z+2)+2) = CL) 

=— = f, 
Fla) 
PP f(z)Z pA 4 3 3 65) R| 3 m 3. 


所 以 f(99)= fF(3+4X24)= f(3)= fU) 


BoR 
-FŒ 2' 


【答案 】 C 


妈妈 天 天 为 我 操劳 ， 我 不 想 看 到 她 者 人 家 的 青丝 变 白 发 ， 我 要 天 天 看 (高 中 数学 
解 题 方法 与 找 巧 探秘 》1 











P ` - a PAN ES ka . H : 
nie js ha Q a S aane š 
ton tii T + # pene Ai ia 3 a š when Ç ya sm EY Ts TENS g 
= : k š: x w rm = “a ee as 








D (2006 年 陕西 高 者 理 ) 已 知 函 数 f(z)=az'+2az+4(0<a<3),# 


xz z sti +r, =1—a, M] ( J 
A. f(z, )< fr) B. flx) = f(x; ) 
C. f(ay)2> f(z2) D. f(x1) 与 f(x ) 的 大 小 不 确定 


【规范 解析 】 二 次 函数 的 图 人 象 开口 向 上 ,对 称 轴 为 直线 二 一 
又 a< HA n ta Slate CDn 与 t 的 中 点 在 (一 1, 广 之 间 ), <, 


所 以 z, 到 对 称 轴 的 距离 大 于 z, 到 对 称 轴 的 距离， 

所 以 fird < S Car). 

【答案 】 A 

[HEBA] 当 a>0 时 , 工 到 对 称 轴 的 距离 越 大 ,相应 的 函数 值 f(z) 也 越 大 ， 
反之 越 小 ; 当 a<0 时 ,z 到 对 称 轴 的 距离 越 大 ,相应 的 函数 值 1(z) 越 小 ,反之 越 大 

PD 4,8,7 为 任意 三 角形 的 三 个 内 角 , 证 明 ; 
= +y +z: Z22rycosa + 2yzcos8-+ 2z=zcosy 

对 于 任意 实数 +,y,z 总 成 立 . 

【思路 探索 】 和 窝 证 式 可 整理 为 工 的 二 次 函数 式 

flx) =z" —2r(ycosa zcosy) + yf + Z — 2yzcos8>0 

这 只 要 证 f(z=)Ñ 8 £ +# xz *h F 7 BU YT. 
LERI] &  f/f(z)= x° —2=(ycosa+ zcosy) + y + z°—2yzcosB 
“A=4(ycosa zcosy)’ —4(y° +z —2yzcosp) 
=4y: (cos’a— 1) + 8yz(cosacosy+ cosp) +4z* (cos*y—1) 
= — 4y sin a+ 8yz[cosacosy— cos(a t+ y)]— 4z’ sin’ y 
= — 4y sin" a+ 8yzsinasiny— 4z° sin” y 
= — 4( ysina— zsiny)° <0 
“f(T) Z0 
故 r ty + Z 22xzycosa-+- 2yzcos8+ 2zxrcosy. 
【 解 后 感言 】 根据 二 次 函数 f(z)=azZ +bzr+c(a2>20),# A<0, HA f(z)Z:0; 
反之 ,车 f(x) 之 0, 则 A 委 0. 依 此 来 构造 二 次 函数 解 题 是 常用 的 方法 . 


DD ”等 差 数列 {a,) 的 首 项 a, >0, 前 ”项 和 为 S,, 若 Sn =S mk), B] n 


为 何 值 时 ,S, 最 大 ? 
【思路 探索 〗 考虑 到 S. 是 n 的 二 次 函数 , 故 设法 运用 二 次 函数 的 图 象 和 性 质 


来 解 . 
RAŽE RARE R- EREMI! 天 天 赚 高 分 ,天 天 好 心情 。 我 能 ! 
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[88] 5,- = Nai 


i ai >0 sm = Š, 
“ed 人 0 


.函数 y= f(z) 是 开口 向 下 的 抛物 线 . 由 图 象 及 f(m)= 二 了 (上 ) 知 , 当 >= 

faz) EA. x 9 
考虑 到 mEN, 故 有 : 

(1) 若 m+ k 为 偶数 , 则 二 于 7 时 ,5， 最 大 ; 


mot, 








(2) 若 mtk 为 奇数 , 则 n 一 2 时,S, BX. 


t. HALARE 


{EE 
pp tn 


s (2008 jH 3k h Fp  TDEA MEN ,a,bER, 若 
im IHOT ta =b, Ñ] a - b= ( | ) 





lim 


A. —m B.m Col D. 1 
【规范 解析 】 “(1 十 z)"=C2 十 Chz 十 Cmz 十 … 十 Ca ， 
.lim (1+ z)” +a 

2—0 A 


=lim( e+ +O 十 Cez 十 … 十 Cazn-1) 一 = limt +m). 





x. lim (totes, —a=—1,b=m,-.a ° b= —m. 
x0 


【答案 】 A 
82, 证 明 ; 当 n23 B,2"2Z2(n+1)(n€ N). 
【证 明 】 & f(za)=(1+z)'=C1z° +Cl]z ++ +C rx" !+C;z" 
则 f(D)=@ 二 Ci 十 Gi 十 十 Cx ' +C 
二 ] 十 n 十 G2 十 … 十 Cs 十 n 十 1 
一 2(]1 十 办 十 (位 十 …… 十 全) 一 2 
34 n= 二 3 了 时 ,2"= 二 2(1 十 nn); 
当 n>3 时 ,2 一 2(1 十 四 十 全 十 …， 
… 当 n 之 3 时 ， 2"2=2(n+1). 


J 2031 RE , RHS kh, REAS. 今天 ， A+! 














1. 解 不 等 式 VAr- x° >arla<0). 


2 
zog, 4 e+ D+2rlog, -22 十 log， — >0 都 成 立 . 求 实数 a 的 取 值 范围 


3. (2007 年 山东 ， 文 15) 当 xE(1,2) 时 ,不 等 式 工 十 mz 十 4 过 0 ERE, M mm 的 取 
值 范 围 是 

4. 解 方 程 3" 如 十 5 二 2. 

5. 已 知 函 数 f(z)=(a—ULl)logiz—6alog,z=+a+1,34 0<a<1 时 , 恒 有 f(z) 宇 0, 求 
x 的 取 值 范围 . 

6. 解 不 等 式 ;(2z| 一 1)5 十 2z 一 1 一 z + z. 

7. (2008 年 湖北 高 考 文 。T6) 已 知 
f(z) 在 R 上 是 奇 函 数 , 生 满 足 f(z=+4)= f(=z=), 34 =€ (0,2)ËF, f(z)= 2z° , WJ 
f(7)= Ë 
A. 一 2 B. 2 
C. 一 98 D. 98 


8. 已 知 akz BZ kx(k € Z), B. 


(3tana+cot8)`'+tan'a+-4tana+-cot8=0 
证 明 ,4tana 十 cotp 一 0. 
9. 已 知 f(z) 的 定义 域 关于 原点 对 称 ,证 明 : f(x) 可 以 用 一 个 奇 函 数 与 一 个 偶 函 数 
的 和 来 表示 ,并 试用 e 构造 一 个 奇 函 数 与 一 个 偶 函 数 . 
10. 已 知 (4z 十 y) "十 zx 十 5z 十 y 二 0, 求 Sety 的 值 . 


11. BA BERM H fq) TF , 试 证 fCz) 是 周期 函数 ,并 求 出 它 的 一 个 


周期 ， 
12. 车 f(z) 对 一 切实 数 z 工 都 有 f(z 十 1) 二 f(x) 一 f(z 一 1), 且 f(0)=1,/f0)=2, 
yk f(2012). 
13. 已 知 z,y;,z 三 实数 都 属于 (0,1) ,证 明 ， 
z(1—y)+ y(1—z)+zx(1—z)<1, 
14. 若 方程 z: + (m+ 1)z=+4=0 的 两 个 根 都 比 1 大 , 求 m BJ 48 W Bs). 


15. 设 a,b,cER, 且 2a 十 b 十 2<0. 证 明 :方程 十 证 a(z 十 二 ) 十 b=0 至 少 有 一 


个 正 实数 解 . 
16. 已 知 sinza 十 sin28 二 sin2y 一 1. 证 明 : 
|sin2a+-sin284+-sin2y| <2 /2. 








; Vrti <a 一 2z 十 1 十 VZ 
17. 设 z>0, 证 明 ， ET S x v2, 


2 48 32 2 E MORIR, r tó E. BIB MIBR! 
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1. [8] 构造 函数 y= /4zr—x= A y=az(a<0),XFT PS 3 y= vir- r AREE 


义 域 为 {xz10 志 z+ 志 4} ,再 由 半圆 y= w4z 一 到 在 直线 y=ar 上 方 , 求 得 原 不 等 式 
的 解 集 为 {zx10 二 zx 三 4). 
2. [8] 原 不 等 式 可 化 为 


log, (atl) arog Ww wi el 















R 3 一 十 (log: irae >0 


显然 r’ —2r+2=(x—1) +1>0 

a+1 — 3r" 

ias pa == uE 

EPS YI os k ÀS, , 易 见 f(z=)<0. 当 ==0 BÍ, f(x) 二 0, 可 见 
f(x) 的 最 大 值 是 0. 


s +1 





s. log: >0 即 be 


P Kal. 
3. m= —5 


[LR] r’ +mr+4<069m<—-1 d 
:= 一 (z 十 二 ) 在 (1,2) 上 单调 递增 ， 


芒 一 (z 十 二 )E( 一 5, 一 人 
4.【 解 】 … ,一 az(o>1) 在 R 上 是 增 函 数量 
yV5zr—2y2>0, /y—5=0 


3 315 5 =]1 
3 /Sz—2y 十 5Y? 一 =? (* ) 


当 且 仅 当 “7 ”时 ,( x ) 式 取 等 号 . 
wy 一 5 一 0 


解 得 | ;为 原 方程 的 解 


勿 将 今日 之 事 苑 到 有 明天。 今天 是 最 好 的 宙 会 ! 
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"中 an +£ 并 stiess in r elk v CE ,人 ， aba P ee es zz, a $: = EN, o 
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PERO FOI A SEAE ei pa e 本 二 和， 
de, '. “本 由 raat i Lai :出 T 1 E" 







IRI r pnp Ey wer yea np Saya pap 这 是 一 Pr 的 一 EEA 
HAARAA E asl h, gla) Z0. 
由 于 一 次 函数 g(c) 是 一 个 单调 函数 ,为 保证 g(a) 宇 0, 因 此 有 
En (E, =] — logi r=0 
g(1)Z0 (g0)=— bloger +220 


之 一 Ilog z< => << 


故 z€ Ezg 
6. 令 f(z)=='+<. WJ ER ER. 
原 不 等 式 为 f(2z—1)< f(x). 
解 2r-—1<x 8 r<1 为 其 解 . 
7. W A. 
LE] f(x+4)= f(z), 
. T=4. M. f(x) 为 奇 函数 ， 
“f= fÉ(8—1)= f(—1)= — f(1)= —2. 
8. tE F 3AEJE A Gtant coth)’ 十 (3tana 十 cotp) 三 一 (tan a 十 tana) 
令 fr tr M f(x) 为 奇 函数 且 在 R 上 单调 增 .上 式 为 
f(3tangt cotf) = — f(tana) = f( —tana) 
“3tana 十 cotp 二 一 tana; 即 4tana + cot8= 0. 
9. 依 定义 域 对 称 于 原点 ,f(x) 有 意义 则 f( 一 xz) 一定 有 意义 . 要 求 一 个 偶 阔 数 g(>) 
与 一 个 奇 函 数 h(x) ,使 





g(z=)+h(z)= f(x) @ 
I-ra, A 

g(z)—h(z)= f(— z) @ 
HOQ ,外 得 





g(z) 一 村 [FCz) 十 /一 z)] 为 偶 函 数 
h(z)=—[ 了 f(z) 一 了 (一 Zz) 为 奇 函 数 . 


y 一 十 (e* 十 e-*) 为 偶 函 数 ,y 一 去 (e* 一。 “) 为 奇 函数 


10. KEI 条 件 等 式 可 变形 为 
(4z 十 y) +(Ar+ y)= —(x' +z) 
令 f(z)=x' +=, EANA 
(4+y)=-— fa), 


= 3J BF 09 Pr 38 JE Er T 55 KF 2) 55 yB Pr 2 #£ #E B9 ! 





re ARE 


知 f(z) 是 以 24 为 同期 的 网 函数 . 
12. [W] “f(z 二 1)= flr) fll) 
s fat) = f(x=+1)—f(z)=[f(z)—f(z=—1)]— f(x) 
=— f(z—1)= —[— f(z—4)]= f(z=—4) 
c. f(z=+ 6)= f(x) 
从 而 知 f (>) E: 6 为 周期 的 周期 函数 ,所 以 
f(2012)= f(2+6X335)= f(2)= f(1)— f(0)=1. 
13. [8] 原 不 等 式 化 为 (1 一 y 一 zz 十 (1 一 z)(y7 一 1) 一 0. 
令 f(z) 二 (1 一 y 一 z)z 十 (1 一 2z)(y 一 1) 为 zE (0,1) 的 一 次 函数 . 
“fF0)=(0—z)(y—1)<0 
fO )=1—y—z+(1—z)(y—1)=— yz<0 
f(z) 在 xE(0,1) 内 恒 为 负 , 得 证 ， 
14.〖 解 】 令 f(r) 二 zx? 十 (m 十 1)z 十 4, 其 图 象 交 zz 轴 于 xz zo. 
/N= (m+ 1)° 一 16 衬 0 
kt: 解 得 一 6 二 m 太 一 5.， 
(zi—])(rs—1)~>0 


15. [8] — “一 z 十 二 , 原 方程 变 为 A tauti- ai C») 


要 证 原 方程 有 正 根 r, R3ETEC * ) 有 实 根 u >20 zT 122. 


引 人 和 人 辅助 函数 D) =u +au+b—2. 

由 f(2)=2a+b+2=<0 知 ,f( 习 在 [2, 十 oj 内 必 有 一 根 m 之 2 使 得 fCua)=0. 
16.【 解 】 由 sinza 十 sin28+sin2y 一 1 知 cos:a 十 cos 十 cos y= 2, 

令 f(z)= (zsina— cosa)? + (zsin8— cosp)? + (zsiny— cosy)? 

=z" — (sin2a+sin28+sin2y)=z+ 2. 

显然 fC) 20, i A= (sin2a 十 sin28 十 sin27)? —8<0. 

即 然 | sin2c 十 sin28 二 sin27y| 和 2V2. 
17.【 解 〗 令 fir) ec) =z*—2r+ 1+2. 

证 明 /(z=-)</2=< g(z). 


2 3J3F AE Eñr62 BE. H.R EAE K — RAE Y AEE ñE JBE , Rit 
能 做 什么 呢 ? 
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方程 思想 是 最 基本 的 ,也 是 最 重要 的 数学 思想 方法 之 一 , 它 从 对 问题 的 数量 关系 分 
析 入 手 ,运用 数学 语言 将 问题 中 的 条 件 转化 为 数学 模型 (这 种 模型 可 以 是 方程 ,不 等 式 或 
方程 与 不 等 式 的 混合 组 ) ,然后 通过 解 方程 (组 ) 或 不 等 式 (组 ) 来 使 问题 获 解 

应 该 注意 的 是 ,这 里 我 们 所 说 的 方程 思想 与 我 们 常见 的 列 方程 (组 ) 不 同 ,我 们 
把 一 些 看 上 去 似乎 与 方程 不 发 生 明显 联系 的 数学 问题 ,运用 方程 的 思想 而 巧妙 地 使 
问题 获 解 





一 、 竺 定 系 数 法 





解 题 秘 言 :待定 系数 法 的 实质 就 是 方程 思想 , 它 把 待定 的 未 知 数 与 已 知 数 等 同 
看 待 来 建立 等 式 , 即 得 方程 . 


FP coo 年 江苏 高 考 ，T18) 在 平面 直角 坐标 系 zOy 中 , 设 二 次 函数 


F(z) 一 好 十 27z 十 (zER) 的 图 象 与 两 个 坐标 轴 有 三 个 交点 ,经 过 这 三 点 的 圆 记 
为 C. 
(1) 求 实数 5 的 取 值 范围 ; 


(2) 求 圆 C 的 方程 ; 
【规范 解析 】 (1) 当 5=0 时 ,二 次 函数 f(z)=x'+2z+ b 的 图 象 与 两 个 坐标 轴 


只 有 两 个 交点 (0,0),( 一 2,0), 这 与 题 意 不 符 . 由 0 天 0 ip, > k h k f(z)=x'+2z= 
+b 的 图 象 与 y 轴 有 一 个 非 原 点 的 交点 (0,6), 故 它 与 工 轴 帮 有 两 个 交点 ,从 而 方程 
z+ 2++b=0 有 两 个 不 相等 的 实数 根 , 因 此 方程 的 判别 式 4— 4520 Pp b<1. 所 以 ， 
b ty a ñ ë B] g£ (—co,0) U (0,1). 
(2) 由 方程 好 十 2z 十 bp 一 0, 得 z 一 一 1 士 V1 一 b. FEAA a) S +2zr+b 
的 图 象 与 坐标 轴 的 交点 是 (一 1 一 w1I 一 5,0),( 一 1 十 /1—5,0),(0,b). 
AA CHEA z2+y'-Dz=+Ey+F=0,8 F] Ct Lj Z &, 
(—1— /1—by:+ D(—1— /1—b)+F=0 
则 有 :4 (一 1] 十 VI 一 60)? 十 D( 一 1 十 /l—b)+F=0, 
b +Eb+F=0 





D=2 
F=b 
_ t, Ñ C 66 248 2 z ty T2r— (bi l)ykb=0. 
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要 条 件 是 4f—d: +e =0. 
【证 明 】 必要 性 ， 
W zr 一 yy 十 dz 一 ey 十 f==(x 二 y 十 D(z 一 y 十 mm) 
=r — y tH (Umzrt(m—D) y+ Im 
比较 对 应 项 的 系数 ,得 
i--m=d D 
m—{=—e 2 


lm= f 6) 
HOOR = (4+O,m=+ (d-e) ,代入 @ 消 去 人 mm, 得 
4f—d’+e=0. 








d° = 
ry +dr—eyt— 





故 命题 获 证 . 
【 解 后 感言 ] 待定 系数 法 是 解决 此 类 问题 的 统 性 通 法 , 在 解决 二 次 曲线 表示 两 


直线 方程 时 也 常用 到 ， 
二 ,直接 设 元 解 方程 





TD 证 明 : /10+6./3+ /10—6 V3=2. 
【证 明 】 设 v SR 


2 一 (10 十 6V3) 十 (10 一 6V3) 十 


3V (10+6VD lo—6(/3) (V10+6/3+/10—6/3) 

B >: =20—6z@(z—2)(22 +2x+10)=0 

“方程 =: +2z+10=0 无 实数 根 

.. r= 2 

MW 10+6/3+ M10 一 6V3=2. 

【 解 后 感言 】 这 里 是 直接 设 待 证 式 为 未 知 数 ,通过 解 方程 求 出 值 而 使 其 获 证 . 
比 配 立方 或 其 它 方法 来 得 直观 、 明 了 . 


搜 资 未 来 的 人 才 是 忠于 现实 的 人 ! 
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2. Ë c cos 和 a 
【 解 】 i cos — — cos = xr, B z>0. Jy Z , 8 





qT? = cos° E eps: fx — 2cos 二 cos = 





| 一 


(1+cos 2) ++ (1+c0s 笠 ) 一 2 一 一 一 >》 


16 


得 方程 2z!+xz—1=0. 
解 之 , 取 其 正 值 ,得 一 也 


IRERE] 这 种 方法 实际 上 是 作 整 体 代 换 . 通过 某 些 变形 后 又 回归 出 现 其 自 
身 的 表达 式 , 因 此 化 妇 为 解 方程 问题 . 
本 例 为 某 些 非特 殊 角 的 三 角子 数 求 值 问题 提供 了 一 种 解 题 的 参考 方法 . 


Z... 运用 根 的 定义 构造 方程 








便便 (2008 年 山东 高 考 理 ，T22) 如 图 , 设 抛物 线 方程 为 r = 2py(p2>-0), 
M 为 直线 y= 二 一 2p 上 任意 一 点 ,过 M 引 抛物 线 的 切线 , 切 点 分 别 为 A、B. 

( 工 ) 求 证 :4A.M,.B 三 点 的 横 坐 标 成 等 差 数 列 ; 

(DEAH M AERA, — 2p) it, |AB| =4 V10. 求 此 时 抛物 线 的 方程 ， 

DESEES M, 使 得 点 C 关于 直线 AB 的 对 称 点 DD 在 抛物 线 >Z —2py( p>>0) 
上 ,其 中 ,点 C 满 足 GE= DA 十 O5(O 为 坐标 原点 ). 若 存在 , 求 出 所 有 适合 题 意 的 点 








【解析 】 (1) 证明; 由 题 意 设 
2 
A(z Z5) .B[ x: 2) ;Ti Cx:  M(x; , —2 b). 
四 z 41 
H > =2py 得 ?一 元 zM y = km = ， kme 


Xz 
HJ [B] ZE We 8 , 52 A AE J Bš ! 








pe A, Pe ` baigt i ha Cmim 
x ... š + F T n 
š HH r E 


因此 直线 MA 的 方程 为 tyta), 
直线 MB 的 方程 为 y+2p= (zz), 


ma += (C — Zo)» 山 


Ekap = Cm — z), @ 
OROL, aa = 十 Ts To» 
因此 zo 一 于 了 于， 好 2z = ri Hz. 
所 以 A、M.B 三 点 的 横 坐 标 成 等 差 数 列 . 
(T )W(I)#, 35 z 二 2 时 ， 
将 其 代入 加 .四 并 整理 得 
Ti 一 和 1 一 =Ü 
t —4r, —4p = 
所 以 ttn 是 方程 x° —4r— 4p = 0 的 两 根 ， 
因此 Tı +z; =i nn = —4p° ' 


zz > 
— ri 十 Za - -2 
Akü te tP DESE FA ka= 
5k K a Kf AB| = is: (m Fr)“ —4xziz> 
=+ V16+167'. 


x. |AB|=4 VY10, 所 以 p=1 X p=2, 
因此 所 求 抛 物 线 方 程 为 XT’ 二 2y 或 二 和 4y. 
(HW) ig D(z , s ) ' 由 题 意 得 C(x + xs „Yi + y: ) 和 


则 CD 的 中 点 坐标 为 o(2 ata ataia), 


设 直 线 AB632483 y—y = C mn) 


由 点 Q 在 直线 AB 上 ,并 注意 到 点 (28.5 交 ) 也 在 直线 AB 上 ,代入 得 


— Zo 
ys — —s. 


b 
£ D(xzs ,Yi) 在 抛物 线 上 , 则 x3 = 2 pys = 2ZoZs s 


2 
因此 z, =0 š, +=; = 2z +, PP D(0, 0)= D 270 一 一 š 





教育 程度 代表 收入 。 我 要 扎 求 更 高， ER! 
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此 时 ,点 M(0,—2p) $t 238 $. 
(2) 当 zo 天 0, 对 于 D(0,0)， 














I zo , z +z; _ zi + x; _ 
所 以 RAB ko = rama = 49 = 


a F Ji. 
对 于 了 D(2m ,2 ) ,因为 C(2z FE) ,此 时 直线 CD 平行 于 》 W ka= 


—], 





所 以 直线 AB 与 直线 CD 不 垂直 ,与 题 设 矛 盾 ， 
所 以 zo 70 时 ,不 存在 符合 题 意 的 M Š.. 
综 上 所 述 , 仅 存在 一 点 M(0,—2p) £ 238 S$. 


四 、 适用 判别 式 构 造 方程 
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PD #(z—zxz)'—4(z=—y)(y—z)=0. ER :z,y, z 成 等 差 数 列 . 


【思路 探索 〗 题 设 正好 是 某 一 元 二 次 方程 判别 式 等 于 0 的 形式 ,因此 可 以 构造 
一 个 一 元 二 次 方程 来 求解 . 
【证 明 】 当 z=y 时 ,由 条 件 式 得 z= 二 =z, 此 时 ry 成 公差 为 零 的 等 差 数列 ， 
当 z 天 ?》 时 , 设 有 方程 
(z=—y)Ë + (z—z)t+ (y—z)=0 (+) 
依 题 设 知 ,(* ) 式 的 判别 式 A 二 0, 方 程 有 两 相等 的 实 根 , 即 z, =t 
又 ,此 一 元 二 次 方程 的 所 有 系数 之 和 等 于 0, 即 
(z=—y)+ (z—z)--(y—z)=0 
故 上 一 1 为 方程 ( * ) 的 根 . 


"a 
= x! xa 





. Fl 2 A Ia 
>. r" r 


B] y—z=zx—y, zr+z=2y 

Tyo 成 等 差 数 列 ， 

[RERE] 利用 题 设 具 有 六 一 4ac 一 0 的 和 条件, 不 失 时 机 地 构 叶 一 元 二 次 方 
程 , 使 问题 简捷 获 解 . 这 种 解 题 的 简捷 性 来 源 于 观察 力 的 教 锐 性 . 


屏 便 现在 ,对 手 也 不 停 地 翻动 书页 。 好 嫩 盘 只 , 我 不 能 容 黎 ! 
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[L] "2r? +2r+1£0 
“函数 的 定义 域 为 全 体 实 数 . 


将 原 函 数 变形 为 
(oy Da IJ (Cx) 


当 y= 十 时 ,( * ) 有 解 x 二 一石 ,满足 题 意 ， 


当 ?天 村 时 ,方程 ( * ) 有 实数 解 , 则 


A=[2(y+1)' —4(2y—1)(y+3)220 
= y +3y—4=<0 
seid 
综 上 所 述 ,yE[ 一 4,1j]. 

【 解 后 感言 】 此 即 所 谓 “ 判 别 式 ”法 ,其 实质 是 把 原 分 式 函 数 Á E EO 


化 为 关于 工 的 一 元 二 次 方程 , 依 判 别 式 来 求 出 y 的 取 值 范围 .使 用 判别 式 法 一 定 要 
注意 定义 域 , 当 定 义 域 不 是 全 体 实数 时 ,一 定 要 验算 函数 所 取得 的 值 是 否 在 定义 
域内 . 


.. 11 
A: "L. 
T: 
E 


五 .运用 根 与 系数 关系 构造 方程 





全 个 已 知 实数 mn 满足 六 一 2 一 8 十 下 十 16 一 0. 证 明 :m 十 2 十 二 0. -o 
【证 明 】 将 已 知 条 件 变 为 APP use s QS 
m+ (—n)=8,m * (—n)=Ë° +16 
Am (一 n) 是 一 元 二 次 方程 
x —8z+ (Fe 二 16)=0 ( *) 
的 两 个 实数 根 . 
H A=(—8)2:—4(PË+16)= —4FZ=0,3%Il 
I=0,A=0 
方程 (x ) 变 为 x? 一 8z 十 16==0, 则 方程 两 根 相等 , 即 m= —n. 
“加 十 下 十 1 一 0， | 
【 解 后 感言 】 利用 根 与 系数 关系 构造 方程 是 方程 思想 的 常用 方法 ,其 关键 是 普 
于 发 现 和 联想 到 韦 达 定理 ， 


ZARE , 重 无 收获 。 艰 六 , 成 功 的 金 种 子 ! 
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【证 明 】 将 条 件 等 式 p te= 变形 ,有 
(p+q)'—3pq(p+ q) = 2. 


d 一 
设 +g 一 k, 则 pq 一 和 .于 是 p,q 是 一 元 二 次 方程 





` = “A=k—4 


a a x í 5 解 之 得 0<k<2, M 0< p+ q<2. 
— 〖【 解 后 感言 】 如 何 从 条 件 等 式 中 发 据 出 两 数 之 和 与 两 数 之 积 是 使 用 这 种 方法 
的 关键 .这 里 题 设 中 有 p 十 g 的 形式 ,只 需 设 法 找到 pgq, 这 是 将 已 知 式 变 形 的 目的 . 


六 、 由 待 求 式 与 条 件 式 构 造 方 程 组 








2f (Et)+/ (Et)=1+z (ZO) 








pHi r= RAOR 


.. f(x) = 
[RERA] 用 构造 方程 组 来 求 函 教 解析 式 也 是 常用 方法 之 一 , 且 常 以 f(z) 
与 Df (E) f(z++a) 等 构成 方程 组 





” 狗 一 样 地 学 ， 纳 士 一 样 地 玩 ! 








g] 2 ina cosa. gj 





sina 十 cosa 
(Z 一 1)sina 十 (十 1)cosa 一 0 © 
X ”sina 十 3cosa 一 2 @ 
HOD .四 解 得 
TT s! eo = l 
“sa ss g 
— 1. 
w (g (ED 


整理 ;得 +° +4x—2=0 
解 得 z= 二 一 2 十 V6, 即 Se 一 05 一 一 2 十 V6. 


sina + cosa 
[HERE] 若 利 用 条 忻 式 与 sinza 十 cosza 一 1 3 H sina 与 cosa 的 值 再 代入 求 
值 ,计算 十 分 复杂 ， 


EN 求 sin20°cos70° + sin10°sin50° 08. 


L] “ z=sin20"cos70" 十 sin10 sin50 
匹配 与 之 相应 的 对 偶 式 
3 一 cos20"sin70" 十 cosl0 "cos50 
则 Z 十 y 一 (sin20"cos70 十 cos20 sin70 ) 十 
(sin10"sin50 "十 cos10 cos50 ) 








一 sin90 + cos40° 
=] +cos40° D 
x— y= (sin20°cos70° —cos20°sin70°) + 
(sin10°sin50° 一 cos10 cos50 ) 
一 sin(20 一 70") 一 cos(10 十 50 ) 


= —cos40°— -> @ 


0+0 z= , 即 sin20°cos70° + sin10°sin50° = Z. 


【 解 后 感言 】 RACERBANE 2 3386 72 E AEREA 3182 k AE 
x. 36 3 3 PRALA. 


3 32 3 £ [E] 39 00 98 Pr ! 
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cos! B sinB 
Bi 已 知 2 全 二 :B my 一 1 证 明 ` cos: A a 
【证 阴 】 设 cost A= z, cos! B= y. M) sin24A 王 1 一 zsin B= 1— y. 


将 以 上 诸 式 代入 条件 等 式 ,得 
工 二 (Tm 
y l—y 


整理 得 (z 一 让 = 二 0, 即 z= y. 
‘cost A= cos’ B, M I sint A= sint B. 
cos‘ B , sin! B _costA | sin'A _ 
KoA nA oA aA l 
【 解 后 感言 】 这 里 根据 隐 含 条 件 , 从 条 件 等 式 中 找 出 两 个 所 设 变 元 间 的 关系 式 
来 建立 方程 . 


P en feet) + fGz- y) =f) cosy, B fO) =a, f(|] =b 


求 f(z). 
【思路 探索 】 所 给 条 件 式 中 出 现 了 Cr), f(z=+ y), f(z—y)Z #h ü š # m 


式 ,情况 比较 复杂 ,又 已 知 f(0),f (也 ) 及 考虑 到 还 有 cosy k AERAR, E 














分 利用 题 设 中 的 隐 含 条 件 . 

[E] $ r=0,y=t 4 fÐ +f t)=2f(0)cost, BP 

FED + f(—t)= 2acost D 
令 z 一 了 十 6 一 人 ,得 

fint + fa) =0 @ 
令 z= 互 ,y 一 至 十 b 得 far tfs E )eos(+ +); 
即 

finte) + f(—t) = —2bsint @ 
Q@+@- 48 


F) = acost-F bsint 
ʻe f(z)=acosz+ bsinz. 
[RERE] 本 例 在 挖掘 隐 含 条 忻 构 造 方程 组 的 过 程 中 ，“ 摸 元” 和“ 凑 式 "的 技 
巧 性 都 较 强 ,应 注意 理解 和 掌握 ， 
从 以 上 我 们 已 不 难看 到 方程 思想 在 解 题 应 用 中 的 广泛 性 和 灵活 性 ,至 于 解析 几 
何 . 立 体 几何 中 的 许多 问题 ,最 终 都 是 通过 建立 方程 式 , 运 用 方程 的 观点 来 解决 ,对 
这 些 大 家 司空 见 惯 的 形式 我 们 就 不 作 装 述 了 . 


扩 有 比 别 人 更 时 ,更 勤奋 地 努力 ,才能 尝 到 成 功 的 洲际 1 





8. 


9, 


10. 


11. 
Iz 


13. 


l4. 


15. 


16. 
Ls 
18. 


19. 


29. 


. 已 知 f(x) 为 一 次 函数 ,上 且 ODN SrH R f(z) 的 表达 式 ， 
. 已 知 2f + fh) =>) k Tess, 

, BI mfG2z—3) Tn f(G—2z)—2zr(m Zen) R fO). 

, sk /20-+ 14 /2 + /20—14 V2 的 值 . 

B abcd 为 实 教 , 且 满足 2c 一 5 一 ayc 十 二 中 一 al. 证 明 :a 一 人 
. 锐角 A,B,C 满足 


时 证 明 Cin + G, F ee- Cin 一 22 | +C. 






实战 秘 修 二 


cos? A + cos: B 十 cos: C+ 2cosAcosBcosC=1 
证 明 ;A 十 B 十 C=x. 


在 人 ABC 中 ,cotA 十 cotB 十 cotC=V3, 证 明 ; 八 ABC 是 正三 角形 . 


7056 
已 知 z€ 及, 证 明 :2 rr SS. 


m 
在 八 ABC tH ,lgtanA +lgtanC=2lgtanB , BF AH :Be 


求 不 超过 (V7 十 V3)" 的 最 大 整数 . 
若 正 数 aB WE atp ap R a 十 8 的 最 小 值 . 


L. P 
= rm0 IF 下 十 1 的 最 大 值 . 


当 工 取 何 值 时 ,y= 二 2x 一 3 十 v 13 一 4+ 有 最 大 值 ? 


3sinzr 十 2cosr 十 ] 
RER ?一 2sinz 十 scos I U MR. 


求 sin10°sin30°sin50°sin70°B9 8. 

化 简 ;tana 十 2tan2a 十 2: tan? at e H2"? tan2r ‘otn€EN" ). | 
设 25cosA+5sinB+tanC=0, sin? B— 4cosAtanC= 0. | 
证 明 :tanC 一 25cosA. 

EAABC 中 ,证 明 ， 


è A F: C 
tan tan > =24tan > (tan 3 Lan > 1). 


已 知 0 二 a 二 8B<x; 且 无 论 0 为何 实数 ,sin*9 十 sin? (9 十 a) 十 sin* (9 十 8) 都 为 定 值 . 
R ap 及 这 个 定 值 . 


准 也 不 能 腾 随便 便 成 功 , 它 数 自 彻底 的 自我 管理 和 毅力 。 严 于 律己 BERIE! 

















实战 秘 修 二 答案 与 提示 


. B f(z)=azr+)b,W fi fl f(z)]1=a'zr+atb+ab+b. 
ik a=2,b=1. 所 以 f(z)=2<x+1. 


TU z. 2f( 方 ) 十 f(z ) 一 二 ,与 已 知 式 联 立 , 解 得 


ja = (z>0). 


2xr— 1 
从 而 (z) =— —(x>0). 
fir Ee z 
. 令 1 二 27 一 3, 则 mf) 十 nf( 一 息 ==t 十 3, 以 一 1 忧 换 1, 得 
m f(— tD -Tnf(t)= —t+3 


(m--n)t+-3(m—mnmn) 


两 方程 联 立 解 得 /G)= P Ksa 
p y = ERITI Cnt en) 


. Z Y 20 十 14 Jat i 20—14 V2 二 xz, 立方 之 ; 解 得 工 一 4. 
. 由 条 件 atb=—2c,ab—c + Td 知 a,b 为 方程 


¿ap a ++) =0 


的 二 实 根 , 由 A= —d:>0 知 d=0,A=0. k a=b. 

. 已 知 式 说 明 cosA 是 方程 

x +2cosBcosC » =+ cos° B 十 cos*:C 一 1 二 0 的 正 根 , 所 以 
= — [ —2cosBcosC+ V 4cos Beos’ C—4(cos° B+ cos" C—1) ] 

= —cosBcosC + sinBsinC= —cos( B+C) =cos|r— ( B+ C) | 

Ww A+ B+ C= x. 

, $ a=CG, Cn 十 … 十 Co 十 Co, 0 一 Ce+1 十 Ce +.. HOR 十 Ca 

则 atb= (1+1)”=2”,a—b=C, 

故 a 一 22 +C. 


本 一 -一 Sot eol 代 人 原 等 式 并 整理 ,得 


cott A + (cotB—/3)cotA+ Cecot? B— /3cotB+-1)= 0. 
"AA — (/3cotB— 12220 
—./3cotB— I=0=cotB= Ë 


"0 B<x shr. 


—. AABC 是 正三 角形 . 





9. 令 一 3 一 6z 十 6 ,变形 为 (! 一 3) 辽 一 (t 一 6)z 十 (一 6) 一 0 
z*— zti 


190. 


11. 


la; 


13. 


14. 


Ta: 
16. 


Li; 


由 A 之 0 得 ae. 


由 已 知 条 件 , 有 
—tanAtan(A+ B)=tan° B 


_ tanA(tanA T tanB) _ 
l— tanAtanB 


> tant A+ (tanB— tan? B»tanA + tan? B= 0 
s Ana = tan Bl(tan: B+ 1) (tan B—3)=0 
tan B> V3 

MV 0<B<x BB 
OATH + (/T—(/3)° 

=2(73 CË + 72 < 3 十 Ce * 7 > 3° 十 3 ) 
=7040 


所 求 Pa i 
设 a 十 8 一 >0, 依 题 知 a,B 为 x? 一 kr 十 & 二 0 的 二 实 根 . 
依 A 宇 0 得 4. k (a tH p) min = 4 


y = l | a < 1 J 下 
Wet st- tiv r = Zz 十 一 十 1 
依 均值 不 等 式 , 有 

v>? + /2+1=24+/3(z=1 时 取 等 号 ). 


1 1 
¿= —=<— (1 时 取 等 号 ). 
w 2 十 V3 了 


令 t= v13 一 4z; 则 = S+ Lis 0). 
= t=1, Bf z==3 时 ,有 A. 


tan B 


—1<y<—. 


设 r= in10°sin30°sin50°sin70°,y= cos10°cos30°cos50°cos70°. 


二 
由 zy= jJ 6 Nl z=q6- 


令 a=tana t 2tan2at 2 tan? at ee +2" 'tan2"”'a 
b= cotat 2cot2at Žž cot at: +2 leot2" la 














18. 


19. 


20. 





BM) a —b= (tana —cota) 2(tan2z—cot?a) T+ 2" "1 Ganr la ot o 


= —Zcot2ae — 22 cot2 a — *** — 2" cot2"a 


= cota —?2"cot2"a —b 


W a= cota — 2" cot2"a. 
车 cos4A 一 0, 则 易 证 结论 成 立 ， 
若 cosA 天 0, 则 5 是 方程 r'cosA+ rsinB+ tanC= 0 的 根 . 
MX. H A=sin ° B—4cosAtanC=0 知 5 是 其 二 重 根 . 
依 韦 达 定 理 得 tanC= 25cosA. 


因 tan >0, 乘 以 待 证 式 得 


(tan Bin D — tan 





2 2 2 2 
以 此 为 判别 式 构 造 一 元 二 次 方程 
tan 人 tan 。 了 十 tan Z tan 5 * 十 tan Atan = —1=o0 
» cot = tan mn basi 1 En 
【一 tan > tan > 
.. tan Stan 5 ttan Z tan Ettan Stan -1=0 


ap (tan Alan LORN D0 


则 1 是 二 次 方程 的 根 , 故 其 判别 式 A20, 455 3K UE. 
令 sin 0+ sin (0+-a) + sin (0+0 =a. 


分 别 令 0 一 0, 了 ,一 a 一 B, 代 和 人 上 式 , 得 


sina + sin“ B=a 
1 十 cos:a 十 cos 8 一 a 


sima 十 sin (8—a)=a 


sin’ B+ sin (8—a)==a 


O+@ 得 = 六. 


D 


© 
@ 
@ 


是 一 由 得 sin(8—a)sin(a + 8) = 0. 
因为 0< 8—a<xm,0<a4+ B< 2x, Bí P| a+ B= x. 


将 a= > ‘0 十 8 二 x RADA 


sin a= sin p= sina= sin8= 


H 0<a<8<x f$ a = 


2 


3 


/3 
2 


2 
"B= s 





在 初中 数学 中 我 们 就 接触 过 换 元 法 , 它 是 把 某 个 代数 式 看 成 一 个 新 的 未 知 数 
(元 ) 来 实行 变量 替换 ,其 实质 就 是 转化 . 通过 这 种 转化 常 能 化 繁 为 简 、 化 难为 易 、 化 
陌生 的 为 熟悉 的 . 在 高 中 数学 中 ,我 们 常用 换 元 法 将 分 式 转化 为 整 式 、 将 无 理 式 转 化 
为 有 理 式 ,将 高 次 式 降 短 ,将 超越 式 转化 为 代数 式 . 

换 元 法 , 即 变量 替换 作为 一 种 重要 的 数学 思想 方法 被 广泛 地 应 用 于 恒等式 的 证 
明 .化 简 求 值 . 解 方程 . 解 不 等 式 , 求 函数 的 极 值 及 研究 函数 性 质 等 各 个 方面 . 








一 、 比 值 换 元 





sin0 _ cos0 cos20 , sin°0 
mu E AI £ y H x° iu y: = Ty SR 的 值 





【 解 】 qel, y sing 一 人 zycosb 一 名， 


“sint 0+- cos:0=1 








=k = E= —— sin g= k 一 2 fcos 0 一 Wy 一 二 


10 
Ir Fy 








RASH 
e S S Cn 
z(y yxy) 30 ty) 
即 3t +3yt—l0r y= 0 

亦 即 (3x 一 y)(r—3y)=0 


< _ 十 VS 或 二 一 3 
y y 3 


【 解 后 感言 】 这 种 比值 摘 元 法 大 家 都 比较 熟悉 ,只 不 过 应 注意 灵活 运用 村 了， 


本 例 也 可 以 由 SI 一 cos 得 工 一 tang, 再 求 出 tang 的 值 即 可 . 起 试 试 吗 ?你 用 功 哪 1 

















ss 
WD 已 知 ceR,meR,neR, 且 m 关 m 证 明 :分 式 衬 2 一， 的 值 不 


2(z—n) 
可 能 在 2m #l 2n 之 间 . 


GEM ges EEO EMN ,去 分 母 ,整理 得 z 的 二 次 方程 


= +2(m—t)zrz+ (m° —4mn-+ 2nt) =0 
“XER 
—A=4(m— t — Alm? —4mn-- 2nt) 0 
得 (;r—2m)(t— 2n)22 0 
当 men BJ ,# t<2m tn; 
当 m>n W, tSn 或 1 宇 2m. 


(z=+m)° —4mn 
kko 不 可 能 在 2m 与 2n 之 间 . 


【 解 后 感言 】 对 求 代 炒 式 的 值 域 问题 , 常 作 整体 换 元 ,利用 判别 式 求 解 .对 多 变 
元 的 问题 ,有 时 要 辅 以 参数 讨论 . 
wD biii i 
ï 
【 解 】 设 S$ 一 5 十 55 十 555 十 … 十 555…5， 则 


nm 个 5 
一 50 十 550 十 5550 十 十 555*…*50 十 555"…50 
10S=50+ 


下 一 15 wt5 
D-0 
—95=5 45+“ +5— 55550 
u a 
本 个 气相 提 mF 5 
=5n—5X 11:12 10 
mtl 


一 5n 一 本 X99…9X10 
"个 9 


=5n 一 计 (10" 一 1) X10 


* Ea 10 E 一 一 -n | 
n s=] Pao l)—n |. 


【 解 后 感言 】 这 种 方法 是 整体 思维 在 数列 求 和 中 的 典型 运用 . 









全 全 设 工 是 实数 ,证 明 : 
(22 十 47 十 5)(z2 +4z=--2)+ 22 +8r2Z- —10. 
GERI $ y—==x' +4xr+2. 易 知 y=(r+2)'—22Z Rs ymin 一 一 2. 
则 《zz 十 4zr 十 5)(z2 十 4z 十 2) 十 2 天 十 8z 
=(y+3)y+2y—4 


=y +5y—4= (+2) -4 


= f(y) 
依 f(y) 的 单调 性 及 Ymi 二 一 2 A 
fe y= f(— 2y= (—2)° +5(—2)—4=—10 
故 原 不 等 式 成 立 ， 
【 解 后 感言 】 这 里 令 Tz 十 4T 十 2 二 y 是 相对 的 “整体 ”, 因 为 相对 于 待 证 式 又 是 
“局 部 ”, 妙 在 其 原 式 的 左边 能 用 此 “局 部 ” 表 出 ,这 种 代 挽 也 很 具 代 表 性 . 


三 、 例 数 换 元 








Bu 假设 y= 二 f(x) 是 实数 函数 ( 即 >, f (z) € R), HWE f(x) 一 
27 (二 )=z. 证 明 :| oSA. 
【证 明 】 用 二 代 换 已 知 式 中 的 z, 则 


f( )—2f(z)= 二 


x 
1 

与 已 知 式 联 立 ,消去 /( 二) ,得 
一 3f(z)=z 十 二 

PI z +3zf(z=)-+2=0 

aE R, f(x) ER 

‘A=9f° (z) —4X220 

| f(z) SENZ. 


【 解 后 感言 】 利用 题 设 条 件 或 待 证 式 中 存在 的 系数 关系 进行 倒数 代 换 常 能 使 
问题 很 快 获 解 . 有 的 使 用 相反 数 代 换 , 如 a f(z)-F b f(— z)= cx 的 问题 ， 


























3 5 99 _ 1 
一 下 证 骨 :7 "二 6 100 10° 
3 5 
6 


【证 了 朋 】 i We 





【 解 后 感言 ] 这 里 先 根 据 待 证 式 作 整体 换 元 ,又 将 其 作 变 形 后 的 倒数 代 换 ， 其 


巧妙 的 解 题 思 路 来 源 于 整体 观察 和 类 比 联 想 . 


WD sm /(z) 的 定义 域 为 R; , 且 对 任意 正 实数 x\y 均 有 /Czy) 二 f(x) 十 





1 
f(y) ,车 fW7 一 V2) 十 fW?7 十 Y2) 一 2, 求 s mat /26+1 


LR] “` f(zy)= f(z)+ f(y) 

. F(V7 一 V2) 十 fA/T+/2)= fLQT— /2)G74+/2)]= f(5)=2 
令 y 二 1 时 , 则 f(z=)= f(z)+ f(1) , 

.. f(1)=0; 


s y=}, W fow), 
“f(z)= 一 f( 二 ). 








. 1 1 
s mai) Ti) 


-' mr | 
=f(,s)= 725) 
二 一 [ f(5)+ f(5)]= — 
四 、 均 值 换 元 





) 的 值 





( 短 葡 分解 因 式 (z+1D)(z+3)(z 一 2)(z 一 0) 十 24 


UE] 原 式 一 (z 十 1)(z 一 2) ， (x 十 3) (x 一 4) 十 24 
=(z!—z—2)(22—xz—12)+24 

(zZ2— zr—2)—+ (z22 — r —12) 
CS a a 


a 1 


=z°—z— 7, 






z _ 1+ 33 1— 33 
EEE 3) (1533) (13) 

【 解 后 感言 】 这 里 令 ysr r TEKEAR t + y= — r 更 为 
简便 . 

WD 解 方程 2 十 (2 一 2 一 34 一 0. 

【思路 探索 】 此 为 指数 方程 , 若 将 (2* 一 2)! 展开 来 解 , 显 然 很 复杂 .观察 2 = 
(2z)4 (2z 一 2)4 两 个 底数 结构 ,考虑 用 它们 的 平均 数 2 一 1 作为 新 变量 1, 则 原 方 程 
可 整理 成 关于 t 的 双 二 次 方程 . 

【 解 】 设 1=27 一 1, 则 2 一 (2 一 (二 1) 因此 , 厚 方程 变 为 

(ft 十 1 六 十 人 一 1 一 34 一 0 

即 t+ —16= 0. 

LE =y W y 6y—16=0. Z4] yy = 8R E), y — 2, N If i=. 

| (=2*—1 >l, 

¿Hu t= , 则 2: = /2+ 1,848 r= log: (/2 4-1). 

故 原 方程 的 解 为 == log, (V2 十 1). 

l 解 方程 (2z2 一 xz 一 6) 十 (2x — =x—8)° = 4. 

R] 2e r6 52e r8 的 平均 值 222 —z—7= Wa + 
(一 1)2 一 4, 即 22 +2=4,%948 = +1. 

_1+w65 _ 1— v65 
Aa a i 


中 







t=1]=>2rt — r- 8 = 0>] 


t= — l> 2r —r—6= 0> T; 一 424 = _ 
故 Xi(i 二 1,2,3,4) 均 是 原 方程 的 解 ， 


Hy 已 知 :zl Hx tz, +z (=56 @ 


zita +z tarim 12 @) 
uFBH;0=< r, =<c3Gi=1,2,3,4). 
【思路 探索 】 由 Ti s £3 3 oTi 的 对 称 性 知 , 只 须 证 明 其 中 一 个 属于 区 间 L0,3J 





即 可 . 
[üFBB] H D Ti Far: tty 50 T4. 


& r= O pe ER j=1,2,3), WJ n Ht tt =0. 


3 
HOQ 
lamti = zÍ + z; + xš 


= (Ea) + (Ea) (32a) 


=> z : 
=3 (P=) Jars (t+ T+5)+#£i +g +5 

















(6 一 a) (6 一 Ii) 
d 


十 (此 十 总 十 名) 之 


即 有 + z 

“OT 

依 对 称 性 知 0 所 zz, 夺 3(1 二 1,2,3,4)， 

【 解 后 感言 】 对 于 nn 个 变量 的 和 为 定 值 的 问题 ,党 以 它们 的 平均 值 加 上 一 个 增 
Ë: 的 形式 来 换 元 . 注意 其 中 24 一 0, 常 具有 效 的 转化 作用 . 


五 ,三 角 换 元 








解 题 秘 言 :三 角 换 元 有 化 弦 .化 切 、 化 割 ` 万 能 置换 等 常用 形式 ， 


1. 化 弦 
( 短 铺 ”在 实数 集 上 解 无 理 方程 
0 


r y lr Ry = = Z= r 
[8] 今 i H 020) , 原 方程 变 为 


1 — 2sin`0 _ cos0— sing 
2sin0cosÜ cos+- sin0 


cos29 V2cos ( T T ) 


sn20 Voin (9+ E) =>cot20= cot (04-5 ) 





iai 20=krt0+ 7 = (REZ). 





raoa x= 
一 7 
i 
ep 0,8 4 


V2 
2 


".z= sin 一 一 
F 本 4 


经 检验 知 + 一 好 为 原 方程 的 根 

[REBRE] š Va 一 x TA zr=asin0( Š acos0); 遇 Va 一 + 可 令 工 二 asin’9 
(A acos Dg ry <a 可 令 人 o OCELO). M A EE A E. EA 
体现 三 角 函 数 定 义 在 解 题 中 的 活用 . 









PE Balat HE Sct (a,b,c ER). 


WEH a" Hece n H. n€ N). 


【思路 探索 】 e bka aqp aHa) +E) 一 1 


【证 阴 】 令 全 一 sing, 二 一 cosb 


ee 
".0<sin0<1,0<cos0<1. 

又 "1 一 2 为 大 于 1 的 自然 数 . 
[0sing)" <1 “[sin'0<sin'0 
| O<(cos0)"”*<1 | cos"0<cos20 
.sinrg 十 cosrg<<sin20 十 cos2b 一 1 


(Ay 十 (二 ) <1>w 十 和 < 
[ESE] 利用 正 余弦 函 教 的 有 界 性 , 作 化 纺 换 元 后 来 证 不 等 问题 用 得 十 分 
X. £. 


2. 化 切 
篇 旷世 和 :>0,y>0, 证 明 : VOFF Vzy 





LER] 令 zx 一 tan2bg,y 一 tanzp, 不 妨 设 0<0<-0<çe<— Bl 
/G+z (+y) = VTtan 0) (1 + tan g) 
= setist p= — 
cos * coso 
又 1&cos(ĝ— o) 


J Th l cos(0— øp) 
a i 5... cosQcosg 





_ cosñcosg-T sindsing _ 
ENET EA ]+tanĝtang 


=F wtan @tan° g= 1 + AM IY 


[WJ E] ë= Va tr TA  z= atan0( š, acot0); 8 atr Te r=atan ð 
(或 acot) 














【 解 】 r= Wy n ) i 


原 方 程 转化 为 


sea 一 35 


secht n T? 


iw == Z> 12(sin0+ cos) = 35sin0cos0 


—144(sin0-+- cos0)° = 1225(sin0cos0)° @ 


令 singcos8 一 上 , 代 人 中 得 
144(1 十 2&) = ]225k 
=>1225k* — 288ËE—144=0 


解 得 人 一 区 或 人 一 一 05( 舍 去 ) 


_ 24 > SË 
H k= sin0cos0= 2==>sin20— 2 ==>cos20— +— 25' 


7 /1 十 cos20 _ 4 _ _—_ 1 _ 9 
三 | cos20 一 55 时 „cosh = . 5 "Tl = sec cos g 


当 cos20= 一 25 时 ,cosb 一 Ž z =>, 
经 检验 知 z, 二 这 ,zs 一方 为 原 方程 的 根 ， 


[RERE] š Vr —a TA I 二 asec0( 或 acscb ); 8 //z—a *| #&- z = asec° 0 


(或 acsc20) 








4. 万 能 置换 
s 解 方程 sinz=- cosr+ sinrcosz== 1. 


解法 一 ”应 用 万 能 公式 换 元 . tan — = (z 2km-- m) , WI sinr = r cosg 


alr 
a| Br 338 


x, 1—#ë u-t) 


++ =1 


1+# 1+£# (1+í#) 
整理 化 简 得 

2:(1—t)( +r+2)=0 
人 一 0 一 ] 


m _ T 
n 50, tan 了 1 





x, 一 2krvzz 一 2kxr 十 -了 kE Z) 
“r= 2Ëzx-TF x 不 是 原 方 程 的 根 ， 
Sx 一 2kxrzo 一 2kn 十 9-(kEZ) 是 原 方程 的 根 . 


【 解 后 感言 3 应 用 万 能 公式 换 元 解 三 角 方 程 时 , 因 4 一 tan > f 7 天 (2 天 十 1)r， 


所 以 有 可 能 失去 解 一 (2 十 1)x, 故 应 加 以 检验 ,以 免 失 根 :又 应 用 万 能 公式 换 元 ， 
通常 是 升 团 , 若 次 数 过 高 不 易 解 出 , 则 应 另 壁 新 径 . 

RAZ i sinr+cosr= y,W|——(/2=< y<2. 

M. y: =1+2sinrcosz 


一 1 
2 


代入 原 方程 ,得 
y+ =+ (yD -0 


.. y = 一 3( 人 党 去 } ,yn 二 1. 


故 sinz=+cosr=1 


<? COS (2-5) =% 





.. Sinrcos+T= > 


— x — x 
— i 2k + i 


S r= Zkr 或 z=2kx+ (kE Z) 
[REBRE] x sinr coss 的 对 称 式 常 可 用 此 法 ， 摘 元 法 在 解 三 角 方 程 中 应 
用 广泛 且 灵 活 , 读 者 应 注意 自我 总 结 ， 


六 、 对 称 换 元 


PE 





AD Ea- a-o: 成 等 差 数列 
【证 明 】 $ z 一 a 十 0 z 一 a 一 记 代 和 已 知 等 式 , 得 

(2b)? —4latb—y)ly— atb) =0 

b —[b+(a—y)][b— (a—y)]=0 





即 Ca— y) 一 0 
a— y 
.. 元 十 z=2a= y 


故 Tiy? 成 等 差 数 列 . 
[REBRE] 实际 上 这 里 是 采用 逆向 思维 的 方法 来 进行 设 元 的 ;XT 十 xz 二 2ys 是 
要 证 的 ,TIT 十 z 二 2a 是 所 设 的 , 剩 下 的 问题 就 是 证 a 一 yy 这 正 是 上 述 证 题 的 思路 . 

















WD sm ,一 sinzcosz+sinz 十 cosr 的 最 大 值 是 多 少 ? 
LE] $ sinr=atb,cosr=a—b. 
H sint 7 十 cos*: 工 二 1, 得 a + P =>. 





M 2a = sinz + cosx, Al -V a< 


. y=(a+b)(a—b)+(a+b)+(a—b) 
=a — F j+ 2a 
=a 一 (Fe ) 十 2a 
1 š 
=2 (at) a | 


局 当 a= M ya =V 
【 解 后 感言 】 若 直接 将 sinz 用 cosz 表示 , 则 带 根 式 , 若 用 万 能 公式 又 出 现 高 
次 办 ,这 里 根据 题目 的 特点 ,作对 称 撞 元 后 很 快 就 转化 为 一 元 二 次 函数 的 最 值 问 题 . 


| 另 解 ” 设 1:=sinz 十 cosz,tE[ 一 V2 ,/2 ], 


则 sinrcos 工 一 r. 


Ë —1 _ 1 2 
2 t= F(T) 1. 





“y= f (t) = 
由 二 次 函数 图 象 知 Yma =+ 


Ej 已 知 a,b,cER; ,证 明 ， 


(a+b—c)(b4+c—a)(c+a—b)=<abc, 
[ER] 设 ae 十 2 一 < 一 27r8 十 c 一 2 一 2yc 十 4 一 5 一 2z, 则 
(a+b—c)(b+c—a)(c+ta—b)= 8<xyz 
XA 十 y 二 5b,y 十 z 二 cz 十 X= 二 a 均 为 正 数 ， 
ary PEZH EA — TRA. 
现 分 两 种 情况 讨论 : 
(DE ryz 中 有 一 个 为 全 数 , 则 zyz== 0, I] abc2> 0, 8z+yz— abc, J À 3 zÜ 
成 立 ; 
DE rz,yyz 中 无 负数 存在 , 则 z>0,y20,z=0,# 
2 /zyS<%r+y,2 /yz<y+z,2 /zzr<z+< 
于 是 Sryz=#S(z-- y)(y-+zx)(z-F zx) 
即 (a+b—c)(b+c—a)(c+a—b)=abc 
故 原 不 等 式 得 证 . 
【 解 后 感言 了 待 证 不 等 式 是 对 称 式 ,这 给 对 称 设 元 创造 了 条 件 , 虽 然 换 元 之 后 
没有 减少 变 元 的 个 数 , 但 为 应 用 平均 值 不 等 式 提 供 了 条 件 . 








. 已 知 a,b,c ERHI WER ry ER HA aec 和 一 十 一 一 


É; A ABC 与 AAA BC 的 三 边 长 分 别 为 a,b,c É a,b,c f rT E T 


. 求 1 十 27 十 3 天 十 4 十 十 mr 1, HEP r€ R. 
. 解 方程 22: t5 —132: —1322 +5z+2=0, 
. 解 方程 2x' —3z: 一 4x 十 3Xx 十 2 二 0. 


,人 解 不 等 式 w2z 十 5 二 并 十 1， 
， 解 方程 人 & 一 z)3 十 (5 一 2 一 (ea 十 8 一 2x)， 


. 车 abER ,Ra+b=1l,a=b, VEH :a +>. 
2 
. £ zz 十 y 十 z= 二 4; 证明: 十 tron 


.已 知 (2) =r R fO. 

. 已 知 f(1 十 cosz)= 二 1 十 cos: 工 : 求 f(x). 

. BA f(e') 二 zx? 一 2x 十 3. 求 f(z) 的 最 小 值 . 

,已 知 a /1—P +b V1 一 至 一 1. 证 明 :a +P =1. 

. 设 点 P(z,y) 是 单位 圆 内 ( 含 圆周 ) 的 一 点 , 试 求 z 十 47y 一 y 的 最 大 值 和 最 


. 已 知 一 ==1, 求 十 十 尝 的 取 值 范围 





十 二 一 三 ,证明 ， 
y 


Æ z 


a,b,c 成 等 比 数 列 ， 
az=°+bzrz+c 


无 关 的 定 值 ,证 明 ; 人 ABCAABC . 


小 值 . 


. 实数 rz,y 满足 r’ + 4y° 二 4x. 证 明 .2— /5<zr+y<2+/5. 
. 求 函数 y= 二 Vz 十 w1 一 z 的 最 大 值 和 最 小 值 ， 

. 已 知 f(ecosz) 一 cos3z, 求 f(sinz)=sinz= HRR. 

. 解 方 程 sinr+cosrt tantr t cotr t secr teser t250., 

. 设 实数 a,b,c 满足 方程 组 


az 一 &r 一 8a 十 7 一 0 
b + -be—6a+6=0 
求 a 的 取 值 范围 . 














实战 秘 修 三 答案 与 提示 
. S a=b = C =k, fB Wan ;y= log, ,z= log.k. 


A -一 
运用 换 底 公式 得 区 十 ] a m: = ]ga + ]gc= 2]gb=>ac= Bb. 


DARTE kI, Ni 


(a—a kz: (b— b k)z-- (c—c k)=0 

依 其 与 工 无 关 知 各 项 系数 为 0, 可 得 人 ABCoAABC 
. 设 S$ 一 1 十 2r 十 3 天 十 十 mr 

W rS=r 42r 3 ++ (n— 1)” Hnr" 


加 Ae nr 
当 /1 时 ,四 一 @ 得 s= 





Se a= gp S= ntm, 


. 先 观 察 得 xi 二 一 1, 原 方程 除 以 x 十 1 得 
2r H3 — lbr t 3r +2 = 0 


令 z 十 二 二 y, 解 得 


zn =2,r = z —2+/3,z 一 一 2 一 V3. 


. 可 设 z 一 二 一 y, 解 得 - 王 1 =n =l n= uE. 


. 4 t= /gzF5G2>0) M Ú—= 5 
代入 原 不 等 式 并 整理 得 (1 十 1) (1 一 3)<0 


DA 
v 2 十 5< 必 3 
š; >T <z<2 
2z 十 5 之 0 


， 令 y 一 二 [Ca 一 一 好 十 (一 了 十 《十 十 一 2z)] 一 2 一 


代入 原 方程 ,整理 得 | 一 (222) ]=o 


解 得 rı =a, t: =b, t3 一 2 


8. a tn b= Li HE n Ta =0 B nZ RARI RRE. 
9. 令 s= ii == th aku , 则 t 十 所 十 右 一 0. 

Ë 2 
所 以 式 十 六 十 二 所 十 (4 H HOST. 


ss] __4r 
10. Zg t Ri f(r) a 





11. $ 1 十 cosr= 二 4. 求 得 f(z) 二 Tz —2r+2. 
12. f(x) = (lng 1): +2222, fü, (m) = 2. 


13. $ a= sina,b= sin8,a, B€ | 一 至, 到 | 

14. 设 r= kcos0,y= ksin0(0<E=1) , WJ 
r+4ry—y =k (2sin20-cos20) 一 V5 居 sin(20 十 P) 
nr +4ry— y 5. 


15. $ z=sec0, y= tanb (0# -7 tkrk € Z) , MI 


+X — sin’ 0+ 2sin9+1=2— (1 — sin)’ 


Pal = 


L 


.. —2< 


+ <c2. 
T 
(z—2)° _ _ aa 
16. < E =], 令 r= 2-- cos, y= sin0g(0=-0—<x) , 则 
r--y=24+-2cos0-+-sin0=24+-¿/5sin(04- g) 
z š 2—/5<<r+ y<2+5. 
17. 由 0<<><1,n[ # z= sin 0(0<0<-). W 
y= VS /cost0=2sin0+ ( Z=) 


故 y, = L o Ymar 一 V2. 
18. f(sinz=) = 一 sin3z, 由 sin3z 二 sinz 一 0，, 得 sinr(l— sin? r) =0, HR EX 


(z|z=£E,k€ Z). 























sinz+ cosx 


: = —¿2. 
sinrcosr sinzrcoszr 





19. 原 方程 为 (sinz 十 cosz) 十 一 
令 sinz 十 cosz 一 yy, 则 sinzcosr=— (J = 1); 


则 原 方程 为 We itae 一 2, 解 得 yy 二 0, y= 二 一 1 


显然 y 三 一 1 为 增 根 . 
由 y=0 B|] sinz 十 cosz 一 0, 得 tanz 一 一 1， 


{zx|z 二 hr 一 了 ,EZ) 为 原 方程 的 解 集 . 


20. 令 5=x 十 y,c 三 7 一 y, 则 条 件 式 为 
y — r tla —8a+7T)=0 
3° ty —6(a—1)=0 
m= (a—13 D 
解 
光一 一 二 (一 10a 二 9) @ 


其 中 力 式 恒 成 立 ,对 加 而 言 , 应 有 a 一 10a 十 9 乏 0, 解 得 1<a=9 为 所 求 的 范围 . 


解数 学 问题 时 ， 人 人 党 习作 于 把 它 分 成 若 寺 个 较 简 单 的 问题 , 然后 再 各 个 击破 ， 
分 而 治之 . 有 时 ,研究 问题 若 能 有 意识 地 放大 考察 问题 的 “视角 ”, 将 需要 解决 的 问题 


看 作 一 个 整体 ,通过 研究 问题 的 整体 形式 .整体 结构 ,并 注意 已 知 条 件 及 竺 求 结论 在 
这 个 “整体 ”中 的 地 位 和 作用 ,然后 通过 对 整体 结构 的 调节 和 转化 使 问题 获 解 . 我们 


A TY 


把 这 种 从 整体 观点 出 发 研究 问题 的 心理 活动 过 程 ,叫做 整体 思维 或 整体 思想 . 
整体 思维 是 数学 解 题 中 的 一 种 常用 思维 方法 . 由 于 这 种 思维 具有 一 定 的 简约 性 
和 跳跃 性 ,掌握 起 来 有 一 定 的 难度 . 在 这 里 我 们 通过 一 些 具体 实例 由 浅 和 人 深 地 进行 


展开 和 讨论 ,以 便 读 者 领会 和 和 芝 担 . 








一 、 整 体现 察 


PONDE a a a a 
' i 


解 题 秘 言 :整体 观察 就 是 从 宏观 上 来 考察 问题 的 结构 ,从 而 制订 出 合理 的 解 题 
方案 . 

m: (2008 年 江苏 高 考 。T23) 请 先 阅读 :在 等 式 cos2z 一 2cos z 一 1(zE R) 
的 两 边 对 工 求 导 (cos2z) 一 (2cossz 一 1) .由 求 导 法 则 得 (一 sin2z)“" 2 = 
4cosr。( 一 sinzr) ,化 简 后 得 等 式 sin2z 一 2sin zcosz. 

( 工 ) 利 用 上 述 想法 (或 者 其 他 方法 ), 试 由 等 式 (1 十 站 "一 Co 十 Caz 十 Crz + +: 
TCFlr"l4 Cr" R W n222). EW [CAH —1J= EC. 

(H 对 于 整数 "之 3, 求 征 ， 

CD È DCi =0; 

(2 


gati] 
DÈC p s; 




















【规范 解析 了 (Df (D+ 
[n z 

(1 x)° 

#& 3 rE DH, a>, rE, HoH, f'(>)<0. 

所 以 f(r) 在 (0,1) 上 单调 递增 ,在 (1, 十 oo) 上 单调 遂 减 . 

由 此 知 f(x) 在 (0, 十 oo) 的 极 大 值 为 1(1) 一 ln2, 没 有 极 小 值 

(H)( i )3 a<0 BF, 


_ (1-Tz)ln(I-+--z)— zinz 
由 于 f(x) FF 


_ jn(l+x) 二 xz[ln(l1 二 zx) 一 Inr] 
Ilr 


故 关 于 工 的 不 等 式 FTz)a 的 解 集 为 (0, 十 co). 
_ Pn 1 
(用) 当 a>0 时 ,由 f(z)=]3 生 十 In(1 十 二 ) 知 


fO" = e tnit JRP n 2 8 Ek. 


Es. 


BEA marik a <e? —1Gn> —Ilog; (e? —1). 
In 2° nln 2 nln 2 2ln2 
Z n>? Miia FFD AD nl 


2a? ur 2 
7 





åln 2 


JR E kO m 满足 n > — log; (ez —),n > 十 1, 且 之 2, 则 fl(2% ) 一 


n1t )< tisa, 


即 当 a2>0 时 ,关于 工 的 不 等 式 f (z) >a 的 解 集 不 是 (0, 十 oo). 





mln 2 
1+2% 


a 的 取 值 范围 为 (一 co,0 |]. 





HE ţa, bER, , H a 关 b, 求 函数 
f(z)= lasin” z+ bcos° I)(acos z+ bsin° z) 


何 时 取得 最 大 值 ? 最 大 值 是 多 少 ? 


【 解 】 ` a bE R. * H azb 
asin zt bcos? r >0 acos? tbsin z— 0 
M Casin? rt bcos* r) + (acos: rt bsin’ z) —a +b 


依 均 值 不 等 式 有 






f(z)= (asin? rt bcos x) Cacos” zz 十 psin z) 
< | (asin? r+ bcos: r) + (acos? r+ bsin° z) ] 
mie —— s s — 

2 


_ (a+b)° 
4 


当 目 仅 当 asin? x 十 bcos*: r=acos z+ bsin° z, B] tantz= 1(IN A ab), JR BI z = 
Ër L E G€ Z) 时 ,f(z) 取 得 最 大 值 了 (a+)”. 


【 解 后 感言 】 通过 整体 观察 ,发 现 和 应 用 均值 不 等 式 是 关键 的 一 步 .“ 整 体 观 
家 ”法 适用 于 社会 各 个 领域 ,是 我 们 中 国人 思维 的 东方 特色 . 已 改 伟人 和 毛 主 席 就 是 通 
过 整体 观察 思维 解决 革命 战争 问题 的 高 手 , 他 的 大 作 《毛泽东 选集 》 也 很 值得 二 十 一 
世纪 的 广大 师 生 学 习 , 情 以 改善 自己 的 思维 . 


二 、 整 体 代 入 





解 题 秘 言 : 在 求解 有 些 问题 时 ,不 能 (或 不 必 ) 分 别 求 出 各 个 量 的 具体 值 , 我 们 常 2 
考虑 求 出 这 些 量 所 构成 的 某 代数 式 的 整体 值 ,继而 达到 解 题 的 目的 . 


( 繁 短 长方体 的 全 面积 为 11, 十 二 条 校长 度 之 和 为 24, 则 这 个 长 方 体 的 一 条 
对 角 线 长 为 Co) 


A. 243 B. v14 C. 5 D.6 
【 解 】 设 长 方 体 的 长 , 宽 、 高 分 别 为 a,b,c HARKAK L KERA 
pe 
4a 十 4 上 5 二 4c 二 24 
2(ap 十 此 十 ca) 一 1] 
s: riii 


- lsat t’ 

= Yla tbt) —2labtbctca) 

= 46 —11=5 

故 选 C. 

【 解 后 感言 】 从 这 里 不 难 体 会 “整体 代入 ”的 思想 方法 及 其 优越 性 . 


Lr (2008 年 全 国正 高 考 文 。T15) 已 知 下 是 抛物 线 C:y 一 4z 的 焦点 ,4、 


B EC 上 的 两 点 ,线段 AB 的 中 点 为 M(2,2) 则 人 ABF 的 面积 等 于 
【规范 解析 由 抛物 线 C: 
y=4r ## $ F(1,0), 
H Alr. y), B(xz; , y: 2 
(z Z zx) 

则 诉 一 44 工 | 
yi — 4; 




















"mI yty 2X2 
即 直 线 AB663135 k= 1. 
又 直线 AB 过 点 M(2,2), 
直线 AB632733 yy —2=xrz—2,Pp y= x, 
3 >r —4r= Ù 

y 一 4 
zí tr: =4,rzjz>y=0. 
|AB|= /l1+ëË * y Cr Har) Ari ar: = * V16=4Y2. 
l y2 


mamaman 
 — 


点 下 到 AB 的 距离 d= 


万 
s Saaw =- X4 VX x 时? 


【答案 】 2 
wD (2008 年 福建 高 者 理 。T10) 在 人 ABC 中 , 角 A.B、.C 的 对 边 分 别 为 &、 


belete t). tanB=/3ac. M B WEA ( ) 


z m Zz LES 
A. T B. C. == D. 到 或 


【规范 解析 】 由 (ez 十 吐 一 下 )tan 有 一 V3ac， 
J W 3) 2 3k £ E 3 N Af 


pte S à 1 _vV3cosB 
r. Pac 2 tanB 2 sinB’ 








显然 BZ sinB =, 





E 2 
Ær) 内 H 
【答案 】 D 
三 、 整 体 变 形 





解 题 秘 言 : 把 求解 问题 看 作 是 一 个 整体 ,然后 根据 题目 的 特点 进行 变形 ,以 达到 
求解 的 目的 . 
储量 HW 7+5 2 + /7—5 2. 

【思路 探索 】 分 别 求 出 这 两 个 二 重 根 式 的 值 困难 较 大 ,不 妨 设 其 整体 值 为 工 ， 
然后 再 作 变 形 进 行 观察 . 

【 解 】 v Vo s, 

两 边 同 时 立方 ,得 











(7+5 /2) + (7—5 2) +I T — (GV2 r= x 
整理 ,得 盖 十 37 一 14 一 0 

即 《一 2){z 十 2 十 7) 一 0 
了 十 2x 十 7? 天 0 

2, 即 原 式 一 2. 

【 解 后 感言 】 这 种 整体 变形 思想 首先 来 源 于 整体 观察 ,其 中 蔓 含 方程 的 思想 . 
BD 设 (4,) 是 由 正 数组 成 的 等 比 数列 , S. 是 其 前 ”项 的 和 . uE H. 


l 
gS, TE —IgS,,, | 


【思路 探索 〗 若 孤 立地 寻求 S,、Ss+1 及 S. A X. MW S TL 2 k q W S,.. 
Sri 、S+s 的 整体 变形 出 发 ， 则 可 以 简化 运算 ， 

【 证明】 W (a, EA * 比 为 g， 则 Si “a TqS, r Sate =a +qŠ,+4. 

"S.S... — Sh =S,(a, +qS,+i) — (a, HgS) Sati 


=a (SŠ, — Snt) 

= — ü är <0 

.. Pe 12 = G i 

WNO p EO ESE gS, n. 
四 、 整 体 联想 


ter ee er siran 
解 题 秘 言 :所 谓 整体 联想 ,就 是 从 分 析 问 题 的 整体 形象 或 整体 结构 出 发 ,充分 把 


据 各 学 科 知 识 的 纵横 联系 ,运用 有 关 知 识 来 解决 这 一 问题 


S] e ERII) z, } | H x=, -t y Ta007 一 E12 一 


【思路 探索 】 从 欲求 的 式 子 看 ,{zo} 可 能 具有 周期 性 ;从 条 件 等 式 的 结构 看 ,可 


联想 到 公式 tan(a 十 有 ) = EEDE ,利用 好 这 样 的 条 件 ,可 求 出 周期 ,进而 解决 





问题 . 


【 解 】 模拟 数列 tana, 二 z,, 又 2 一 /3 二 tan + ° Ml 
tana, + tan — 
z =—— E =un(a +=) ' 


Tx 
1—tana, * tan ~ 一 
ana 12 


ras =tan(a E+E )=tan[ a, 2 Ë: 5) ' 











ra =tan([a +Z i i2j= tanan ， 


故 数 列 {zv} 是 以 12 为 周期 的 周期 函数 . 

ÉN T2007 一 工 23 = Tierx12+3 C Tyox12+43 ~ Ia 一 工 一 0. 

【 解 后 感言 】 正确 的 思考 与 判断 足以 使 问题 锅 然 开关 .人 日 ;人 类 失去 联想 , 世 
界 将 会 怎样 ? 整体 联想 ,您 奋 飞 的 起 膀 1 


五 、 整体 配对 





解 题 秘 言 : 对 有些 问题 ,根据 其 本 身 的 特点 ,相应 地 配 出 与 其 相 匹 配 的 为 一 个 整 
体 , 然 后 根据 其 相依 的 关系 而 求解 . 
健 售 R sinz20" 十 cos:80* 十 VS3sin20*eos80" 的 值 . 
[88] 设 a=sin220°+ cost 80° +y/3sin20°cos80", 
配 b= cos 20° + sin? 80° +-/3cos20°sin80°. 
aa 十 5 一 2 十 V3sin100" 一 2 十 V3cos10 ， @ 
a— b= — os40°--cos160° +/3sin(20°— 80°) 





一 一 (cos40°+cos20°)— Š - a 


= —3cos10°— >, @) 
DOR a=. 


故 sin? 20° + cost 80° +/3sin20°cos80° = + 


[HEBE] 也 可 以 配 b= cos 20 + sin? 80°—/3cos20°sin80°. 这 种 方法 称 之 为 
PARA. 正 所 谓 :和 式 配 对 妙 如 花 , 加 加 减 减 题 拿 下 ! 


PL 证 明 : COS — COS — : COS 一 一 一 “ws œ COS -~ SLT (n€ Nt 3 





1 — ES + b =<sua Ë = 
【证 明 】 设 a= cos 2 COS >z COS z3 cos 六 


— < = : = 和 Æ aona 1 这 
Bu j= sin z sin; Sin Z: sin > 


则 ob 一 六 sirr sin > sin > ° 


E eps E es, a .....s - Pa Ea aep" a" ` ro =. a. ai s aquya Esau a ey e pe e cu Es P> Sa Ye aio A A akka: A ee 302201 A E qeq 





sin . r . X i 
=— " sin sin sr * *** * sin ç¿—rstn 


aq 
2"sin >x 2 2 
一 一 Sn p NBEO 


【 解 后 感言 】 称 这 种 配对 方法 为 积 式 配对 ， 有 诗 云 : 积 式 配 对 好 ,出 入 如 私 胡 ， 
HASE, HAME! 


广 、 设 面 不 求 


apes 
he iii ri 


解 题 秘 言 :在 求解 某 个 量 的 过 程 中 ,可 能 要 借助 其 他 的 量 , 对 于 这 些 辅助 量 , 我 
们 只 是 表 出 而 不 必 求 出 , 谓 之 为 “ 设 而 不 求 ", 其 实质 也 是 一 种 整体 代 换 , 只 不 过 征 叉 
有 其 自身 特点 而 已 . 


G (2008 年 宁夏 高 考 理 .T12) 某 几何 体 的 一 条 棱 长 为 7 ,在 该 几何 体 的 


正视 图 中 ,这 条 楼 的 投影 是 长 为 /6 的 线段 ,在 该 几何 体 的 侧 视 图 与 俯视 图 中 ,这 条 
楼 的 投影 分 别 是 长 为 a 和 5 的 线段 , 则 a 十 b 的 最 大 值 为 (  ) 
A. 222 B.2./3 C. 4 D. 24/5 
【规范 解析 】 如 图 ,由 题 设 知 : PA= (7, PC | 6 ABCD, 
PD 为 PA 的 正视 图 ,AC XARA, PB 为 侧 视 图 . 设 PC= h, 
AB 二 x. 由 已 知 得 AD=1. 
P a +e = PAt=7= +h = PA =7? @ 
Z at— hš = BC: =1 四 
DOF a 十 bh 二 8， 
+ 


2? == 








(sy. 


2 
aT b= 2A | arba, 


所 以 选 C. 
【答案 ] C 























82: 者 A,B,C 是 ry 一 1 上 的 三 点 ;证 明 ; A.ABC H 3 D, H 必 在 此 双 曲 
RE. 
【证 明 】 设 A.B.C 三 点 的 坐标 顺 次 为 (zx ,二 )， B 


(zz) (o) M 








于 是 ,4A 万 的 方程 为 y Sma laa) 


同 理 ,BH HHEH y= Sna, (z) 
点 日 的 坐标 Czn ,yy) 同 时 满足 这 两 个 方程 


即 yn T z (ana) (D 
yn T n (zh — t} 四 
Q F @ W 34 2 M HH3E ,得 


(xa ZT ]mn (za —za)= (w T aan Cen ==; 


化 简 得 tuyul — a )= r —. 

“se aan 

故人 入 ABC 的 重心 五 EUH zy=1 E. 

【 解 后 感言 】 这 里 虽然 涉及 的 量 较 多 ,但 通过 巧 用 整体 代 换 ,瞄准 最 终 目 标 , 避 
免 了 元 甘 的 计算 ,其 中 ,根据 点 A,B,C 在 zy 二 1] 上 ,而 只 设 横 坐标 zi 而 将 纵 坐 标 


表 为 工 (i 一 1,2,3), 也 是 常用 的 技巧 


七 . 合 设 方程 





解 题 秘 言 :对 具有 某 种 相同 性 质 的 两 条 曲线 , 若 把 它们 的 方程 从 整体 上 合 设 成 
一 种 表达 式 , 有 时 可 以 减少 计算 量 ， 


WD “一 直线 y=hz+m 与 双 曲 线 瑟 一 频 一 1 及 其 渐 近 线 分 别 交 于 A,B 及 


p 
C,D. 证 明 ;|AC|=|BD|. 
【思路 探索 】 若 分 别 求 出 A,B,C,D 四 个 交点 的 坐标 ,显然 十 分 麻烦 . 注意 到 


|ACI=1BD| 等 价 于 线段 AB 和 CD 的 中 点 重合 . 又 两 渐 近 线 的 方程 为 五 一 器 一 0， 






5 MOD E W E 38 2 2 H. 不 妨 将 二 方程 全 写成 茸 一 敌 一 A 一 0 或 1). 只 需要 
证 明 直 线 y 一 &z 十 与 曲线 五 一 中 一 A aaia 无 关 即 可 . 


【证 明 】 将 双 曲 线 及 其 渐 近 线 的 方程 全 写成 所 一 站 一 A(4 二 0 或 1) 


与 直线 y=kz=+m 联 立 , 消 去 y 得 
(E — at kè) rt? — 2Ëma* r — (m° + Ab Ja = 
W B 与 曲线 的 交点 坐标 分 别 为 Cz „Yi ) (z+: 52). 


kma’ 


依 书 达 定理 知 x 十 x 一 地 





ARAR PARIERA un 
这 说 明 无 论 是 4 二 0 EE a1, h 二 一 各 = 与 i 
Ë 
C 
BD y= 二 kt 十 m 所 得 的 两 个 交点 的 中 点 的 模 坐 标 相同 Py B 
A 
(与 A 无关) ,其 纵 坐 标 也 必然 相同 . NS < x 
.线段 AB 和 CD 的 中 点 重合 . 
即 有 |AC|==|BD|. 
【 解 后 感言 】 从 以 上 证 明 过 程 不 难 体会 到 这 种 抓 
住 题目 特征 含 设 方程 的 精妙 之 处 ， 
此 外 ,还 有 “整体 补 形 ”, 可 参见 “ 折 梧 、 展 开 与 割 补 空间 变换 建 奇 功 ” 一 章 中 的 


有 关内 容 . 

从 上 述 各 例 可 见 , 解 题 策略 中 的 整体 思维 方法 的 内 涵 十 分 丰富 , 它 主要 是 从 分 
析 问 题 的 条 件 或 结论 的 表达 形式 、 内 部 结构 的 特征 出 发 ,注意 从 整体 结构 及 其 改造 
入 手 探求 解 题 途径 ,或 从 整体 结构 及 原 问题 的 转化 入 手 寻 找 解 题 途径 , 在 思维 方向 
上 既 有 正 向 的 ,又 有 逆向 的 ;思维 性 态 上 既 有 集中 的 ,又 有 发 散 的 ; 既 有 直观 的 ,又 有 
抽象 的 . 相对 于 解 题 策略 中 的 局 部 思维 方式 ,其 思维 更 具有 灵活 性 和 敏捷 性 . 读者 应 
注意 自觉 地 加 强 这 种 思维 的 自我 训练 . 


实战 秘 修 四 


1. 设 (好 一 十 1)8 一 aiz 工 十 ai ++. +a, a ra KR ar tao tas Fas ta 
+a: +a 的 值 . 

2. Æ log (2 /2—1)+Ilog, (2 +1) =a, log, (2 /2+ 1) +log: (V2 一 1 的 值 . 

3. 已 知 :方程 wz: 十 pz 十 c 一 0 的 两 根 之 和 为 S. ,两 根 的 平方 和 为 5; ,两 根 的 立方 和 
为 S,. WER aS; HOS: + eS, = 0. 
















. 求 函 数 y= | sinz| 十 sin' 2z 十 1cosz| 的 最 大 值 与 最 小 值 . 


5. gm. + 2 LEN EEN /5=1 


5. 已 知 等 差 数 列 {an P sar 二 41, 求 Sz. 
7. sin20°cos70°+--sin10°sin50° 的 值 是 ( ) 
1 NEJ l J3 
À. T B. > C. > D. T 
8. 求 sin10 sin30 sin50 sin70 的 值 . 
9. 求 cos 17cos Z cos $ eo. cos 下 的 值 
10. 三 棱锥 的 三 个 侧面 两 两 互相 垂直 , 且 面 积分 别 是 6m ,4m: 和 3m° REWER. 
11. 过 图 外 一 点 Pa DBIA =+ > =: 的 两 条 切线 , 求 经 过 两 切 点 的 直线 方程 . 
12. BS A.B RRN +%- 1(a>> 人 >0) 上 的 两 点 , 且 线 段 AB 的 垂直 平分 线 污 工 


办 相交 于 点 P(x.. 0). 证 明 z -Ë <a <E, 


13. 已 知 中 心 在 原点 ,对 称 轴 为 坐标 轴 的 二 次 曲线 经 过 两 点 P (s. ) 和 





Q( 一 2V6,3y2 ) , 求 此 曲线 方程 


14. CY I sinz=+-sin - 2.2 coszr 十 cosy 的 取 值 范围 . 


15. Jy (3 —llm—20) r + (2m 一 5m 一 3)y 一 6m +11m+ 4 表示 双 曲 线 , 求 实 
数 m 的 取 值 范围 . 

16. 证 明 : fC) =5" +5" € [245,6]. 

17. 已 知 双 曲线 的 中 心 在 原点 ,对 称 轴 是 坐标 轴 , 一 条 渐 近 线 方程 为 4 一 3y 二 0, 且 


双 曲 线 经 过 点 A (8.3 ) , 求 此 双 曲 线 的 标准 方程 


18. 若 点 PG DERMA 4z 十 9y 二 144 内 一 点 ,过 点 P A P 为 中 点 , 求 此 弦 
所 在 直线 方程 . 


19. 等 美 数 列 {a.) 的 公差 d= +B CE E E E OE E E S 





20. 求 经 过 圆 +y —2r=0 和 直线 zx 十 2y 一 3 一 0 的 交点 , 且 和 直线 z 十 3? 一 4 一 0 
相 切 的 圆 的 方程 . 





üz Tig + SRS +a, a — 365. 


. 令 log, (2 /2+ D + log; (VZ 一 1)= 工 ,与 条 件 式 两 边 分 别 相 加 ,得 TIT 十 a 二 2, 故 原 式 


的 值 为 2 一 a. 

. 设 z ,zz 是 方程 的 两 根 , 则 有 
ar," 二 Tbr +e =0 

ax: +bz, +c=0 

HOQ z +@ ° z; 即 得 . 


. 2 |sinr| + |cosr| =t, W |sm2z=| =£ —1, R. 1< 2. 


y= — 1t +r,:€ [1,/2]. 


显然 ,y 在 :ELl 2 ] L EF AN. 
4 = 1,Bl|sinz=| + |cosr| =1 Bf s Yma ~l; 


4 /=(/2,B|l|sinz| + Icosr| =/2W s Yma 二 V2 十 1. 
. 令 原 式 左 端 为 ,立方 之 ,得 2-— x= x ， 解 得 z 二 1. 


，S， 一 一 全 X31 一 au X31=1271. 

. W a 一 sin20 cos70 十 sin10°sin50° 

b= cos20°sin70° + cosl0 cos50 

Mj a+ b—= 1 十 cos40 ,a 一 上 二 一 — cos40° 
解 得 a— -+ AK (CA). 

. 设 a= sin10°sin30°sin50°sin70° 

b= cos10°cos30°cos50"“cos70° 


由 ab= Tg cos70°cos30° cos10 cos30 = b 


l 
得 < 一 16- 


— — M K. ' 2x E saa $ i — 
. 令 原 式 一 A, 配 B=sin —sin ]7 sin 77- 


17 


二 
由 4B 一 ?756 知人 256` 


实战 秘 修 四 答案 与 提示 


. 分 别 令 z=1,z 一 一 1 代入 原 式 ,二 者 相 加 可 得 





x 












”10. 设 三 条 互相 垂直 的 侧 楼 长 分 别 为 z,y,z, 则 有 





zy 一 6 ,yx 一 4 ,村 zz 一 3 


得 ryz= 24, v=Ż . —zyz=4(mà). 


11. RRIAK Al sy) BCzyyz). 两 切线 方程 为 
Tr rÑ+xy=r',r, z+ y, y= r. 
LAHR Plab) W| +a y b= za y, b= r. 
故 过 AB BJ BR y q ar +by= r. 
12. Alr syi), B(z; ,y: ) AB AP MC sy). BA nAn. HH 








2 ri 
z Xi — 
r =l 
z y 
aš T b l 
D-O. 
2r _ 2y _ _ 
= =i T+) x: (3, —yz)=0 

— 2 一 1 2 二 “了 
kas £i — To a: y Rpm y 
S m a, 
a 
.. a hd < 6 
a a 
、 “a s | 
13. WEBORII RB Z +21. 以 两 点 P.Q 的 坐标 代 人 ,得 

25 81 _ 

aa [ron 

24 18_]} m= —9 

m 4n 


WORSE HIENE- =], 
14. 设 cosz 十 cosy 二 +, 与 已 知 式 联 阅 ,可 得 

2cot(r— y) = # a 

人 _— Vl. < 14 


即 “Sl E 


i = 





15; 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


i k 5 
HHUH. 1 mti 1, 从 而 
m— 9 m—3 

2m+1  3m+4 


m— 5 m—3 





<0 
>— << + ei 
W mE (-+,-7)U G5. 


SN 5 , 5 =. 
0sin z=<1, 1 <5 
s (6: —1)(5% —5) 0 
(5y -5<6 7 
5 十 5! eg 


=s gae G 

“fx) EL2Y5 ,6]. 

设 双 曲 线 方程 为 荆 一 艺 一 4, 以 点 A(8, 人 各 ) 代 人 解 得 :一 一 4. 故 所 求 双 曲 线 广 
gs += 1. 


设 过 点 忆 的 弦 的 两 端点 坐标 为 A(z ya) Blr: s y2) MWA 


pia toan a 
dz: 十 9w =144 


两 式 相 减 ,并 利用 n tr6y Ty = 4,48 = 


故 所 求 直 线 方 程 为 2z 十 3y 一 12 一 4. 
设 奇数 项 的 和 为 S ,偶数 项 的 和 为 S, WA 
tans 

S, — S, = 50d 


PIAHI FF d= RAT S, =50. 
即 al +a, Has + t ag 一 50， 
1 Pr sk [B] Jy Pë > 
tty —2r+À(z=+2y— 3)=0 
> (1+ i 二 (Cy 二 A) 二 34 十 一 一 一 一 


再 由 相 切 的 条 件 列 出 ， ua 1 一 2. 
从 而 所 求 圆 方程 为 好 十 形 十 4 一 6 一 0. 


(A 一 2 Q— 2 ,2 





2 


 ———p— 


了 








对 有 些 数学 问题 ,如 果 从 正面 去 直接 探求 ,常常 一 筹 莫 展 ,但 是 ,大 改变 一 下 思 
维 的 角度 , 避 开 正面 强攻 ,从 问题 的 反面 进行 道 向 思考 ,又 常 能 找到 解 题 的 通道 ,其 
至 获得 优秀 的 解法 . 波 利 亚 在 《怎样 解 题 ? 中 写 道 ;” 毫 无 疑问 ,这 种 方法 有 某 些 发 人 
深思 之 处 . 不 照 直 走 一 条 通 往 日 标的 道路 ,而 是 从 目标 走 开 , 转 过 头 来 倒 着 干 . "这 里 
我 们 不 妨 称 这 种 “ 倒 着 干 ”" 的 思维 方法 为 “逆反 思维 ”, 并 就 其 常见 的 形式 子 以 归纳 
总 结 . 


-ŽARA 








解 题 秘 言 : 林 来 数学 定义 总 是 可 逆 的 ,但 中 学 生 在 解 题 过 程 中 往往 习惯 于 正 向 
使 用 ,而 对 定义 的 逆 用 缺乏 自觉 性 和 敏感 性 . 下 面 以 一 道 竞赛 题 为 例 来 分 析 定义 的 
jH. Ll BE. 
短 。 首 项 系数 不 相等 的 两 个 二 次 方程 
ta— l) —(at+2)z+ (at +2a)=0 
(b— 1) — (P +2)z=+ (P +2b)=0 





Ə Ə 


(其 中 asb HERIOA -PAIR R-E M. 


【 解 】 由 已 知 条 件 知 a>, b> a %b. 
设 方 程 山 ;加 的 公共 根 为 Tü ;显然 TO = 1 #!ll] a=b). 将 Ta 代入 中 ,名 ,整理 得 


(1—zo)a: 二 (zo 二 2)a— (x 十 2ro) 一 0 © 
(1—z,) + Crt +2)b— (ze? H2) =0 @ 
Wa b 是 方程 

(1— zo 二 (ro 2)t— (ma 2 T2z )=0 © 
的 两 个 相 异 的 正 整数 根 ， 

“a 二 b= = a = 2 ttn — -2+2 LCI 


从 而 ab=2+a+b,BllCa—1)(b—1)=3. 
“a 一 1 ,6 一 1 均 为 正 整 数 ， 

, [a—1=1 a—1=3 

sap i 














a=2 _[a=4 
解 得 |， 或， ， 
i tte _ 24 
a +b: 2 41 十 4 一 
IRERE] 本 来 方程 国 .四 中 a,b 是 已 知 数 ,这 里 我 们 逆 用 根 的 定义 ,构造 出 
方程 国 , 这 是 逆向 思维 的 常用 方法 之 一 . 另外 ,本 例 中 将 方程 人 四 ,名 中 关于 r 的 一 元 
二 次 形式 整理 成 为 关于 a,b 的 二 次 形式 也 是 一 种 送 向 思维 的 体现 . 


= š AAK 
=anasmanayaanaaanasa aaa 
解 题 秘 盲 :对 所 给 的 数学 问题 , 若 能 挖 握 其 隐 含 的 某 些 公式 的 特征 , 信 以 逆 用 ， 
使 问题 转化 , 常 可 得 到 简捷 ,巧妙 的 解法 . 
多 证明 :对 于 任意 自然 数 n(n 之 3), 总 有 不 等 式 2 >n) 成 立 . 





=32X 8— 256. 


mn(m—I) 


【证 明 】 了 一 一 2T+2+ taD — g š 92 PERRE gal 

b Aaaa Oa a a a Oa a 

=i- D PC ypas m 

oo T. 21. 922 。2。 s 27121 + 2 > 3 > == * n=n! 

不 等 式 得 证 

【 解 后 感言 ] az MT 1 十 2 十 十 二 
C+C tHe +O" 等 几 个 公式 ,并 大 步 地 实行 了 A”. 

三 、 执 果 索 因 
kaanan saqsa etn 

解 题 秘 言 : 当 从 题 设 条 件 出 发 ,* 由 因 导 果 ? 受 阻 时 ,不 妨 从 肯定 结论 人 于 进行 
“ 执 果 索 因 ”, 从 而 探求 出 因果 之 间 的 联系 ， 

Pi B a. bE R+ ;日 2c >a tb, WE} : 

nt dn 

【证 明 】 cc 一 Ve 一 ab 之 a 之 c 十 Ve ab 

SG— /¿—ab<a— c< Ve mab 

= |a—c|< y Aab 

两 边 平 方 得 a 一 2ac 十 c AÁ ab, 


“aD satb 
O 最后- 式 为 已 知 条 件 , 且 以 上 推理 每 步 均 可 逆 , 故 原 不 等 式 得 证 : 





, a" ç a" x at =a mtt g 


n(n 1) 
Z 

















【 解 后 感言 】 这 里 讲 的 " 执 果 索 因 ” 就 是 在 第 十 一 章 “ 不 等 式 证 明 的 常用 方法 ” 
一 章 中 所 提 到 的 分 析 法 . 它 较 之 由 因 导 果 的 思维 过 程 有 支 歧 较 少 , 易 找 到 通 向 结论 
的 道路 的 优越 性 ,所 以 在 探求 证 题 方 向 上 更 爱 解 题 者 的 欢迎 . 


wD 在 人 ABC 中 ,已 知 tanA,tanB,tanC 成 等 差 数 列 . 


_ 45cosel. 
证 明 ;cos( B+ C— A) TL dco 


【证 阴 】 由 tanA,tanB,tanC 成 等 差 数 列 , 可 知 tanA + tanC = 2tanB, 而 在 
人 ABC 中 ,有 tanA+tanB+ tanC= tanAtanBtanC, ,所 以 3tanB=tanÀtanBtanC. 

LEA 0o0<B=<x H ,tanBZ0,48 tanAtanC= 3 (D 

这 时 再 往 下 推 去 , 解 题 方 向 不 明 . 反 过 来 ,从 结论 出 发 , 执 果 索 因 ,有 

cos( B+ C—A)= cos(z=—2A)= —cos2A 

若 结 论 成 立 , 则 有 


E _ 4+5cos2(C 
AS 5 二 4cos2C 


将 左边 视 为 分 母 为 1 的 分 式 , 利 用 合 分 比 定理 ,有 


i C—O 





Bl 1 一 cos2A . |== cos2C _ 
1 十 cos24 1+cos2C 


依 半角 公式 , 即 为 tan A + tant C= 9 四 

显然 回 正好 与 接轨 ,得 证 . 

【 解 后 感言 】 本 例 的 前 半 段 是 “由 因 导 果 ”, 后 半 段 是 ” 执 果 索 因 ", 相 得 益 彰 , 愉 
到 好 处 . 这 就 是 我 们 通常 所 说 的 综合 法 与 分 析 法 的 结合 使 用 ， 














解 题 秘 言 :对 一 些 问题 的 结论 , 若 其 正面 情况 复杂 ,而 反面 情况 简单 ,不 妨 从 结 
论 的 反面 去 思考 和 探索 ,得 出 反面 结论 后 ,就 容易 得 到 正面 的 结论 . 这 种 思维 方法 我 
们 常 称 为 “ 正 难 则 反 ”. 

MD 求 二 项 式 (VY37 一 y) ”展开 式 中 所 有 无 理 系数 之 和 | 

【思路 探索 】 本 题 若 正面 求解 ,必须 用 二 项 式 定理 展开 , 先 找 出 所 有 无 理 系 数 ， 
再 求 其 和 ,这 显然 十 分 麻烦 , 则 试 试 从 反面 思考 . 

【 解 】 该 二 项 式 的 展开 式 中 所 有 有 理 系数 只 有 两 项 (W3)5 一 3z5 R y)” 
二 一 ys ,其 系数 之 和 为 3 十 (一 1) 一 2. 

又 ,在 二 项 式 (V3z 一 5 中 , 令 z= 二 y= 二 1, 可 得 展开 式 中 所 有 各 项 的 系数 和 为 
Gaei, 

故 所 有 无 理 系数 之 和 为 (V3 一 1)* 一 2. 






【 解 后 感言 】 基 把 二 项 式 展开 式 中 所 有 系数 视 为 全 集 , 则 展开 式 中 无 理 系 数 与 
有 理 系 数 互 为 补 集 , 这 种 方法 又 叫做 “ 补 集 分 析 法 ”. 
AD ETINI 
t +4ar— 4a tH3=0, r +la—1)rtHa = 二 01x T2ar—2a=0 
至 少 有 一 个 方程 有 实 根 , 试 求实 数 a 的 取 值 范围 ， 
【思路 探索 】 三 个 方程 中 至 少 有 一 个 方程 有 实 根 ,情况 很 复杂 ,逐一 讨论 ,十 分 
繁杂 . 但 其 反面 ,只 有 一 种 情况 :三 个 方程 都 没有 实 根 ,情况 极为 简单 . 
【 解 】 车 三 个 方程 均 无 实数 根 , 则 有 
(4a)°—4(—4aJT- 3)<0 
Anas 
(2a)° —4(—2a)<0 


解 得 一 二 <o< 一 1 

记 A= (al 一 也 <a< 一 1| 

则 A 一 = {ala<< 一 也 或 a 之 一 1] 

即 所 求实 数 a 的 取 值 范围 为 (一 oo, 一 闻 |U [一 1, 十) 
【 解 后 感言 】 这 里 亦 是 用 补 集 分 析 法 来 求解 ,其 中 民 为 全 集 


m (2008 年 全 国 开 高 考 理 。T6) 从 20 名 男 同 学 ,10 名 女 同 学 中 任 选 3 
名 参加 体能 测试 , 则 选 到 的 3 名 同学 中 既 有 男 同 学 又 有 女 同学 的 概率 为 ( ) 


s 10 
A. 29 B. 59 
19 20 
C. 29 D. 29 
【规范 解析 】 方法 一 :直接 法 
3 š 
从 20 名 男 同 学 ,10 名 女 同学 中 任 选 3 名 ,共有 (% 一 入 一 “种 选 法 . 选 到 的 


3 名 同学 中 胎 有 男 同学 又 有 女 同学 的 选 法 有 hot + 
法 ,所 以 既 有 男 同学 又 有 女 同学 的 概率 
p= Ch Ch +C Cle _ 20 
7 29 
方法 二 :间接 法 
所 选 3 名 同学 都 是 男 同学 或 都 是 女 同学 的 概率 为 


一 和 二 Gis 一 遇 ,所 以 选 到 的 3 名 同学 中 胎 有 男 同学 又 有 女 同学 的 概率 P= 
30 


x 19x10 
m U t 








3... K $ 2⁄2 £ 


解 题 秘 言 :通常 我 们 解 题 时 ,总 是 把 注意 力 集中 在 那些 主要 变 元 上 ,这 当然 是 正 


确 的 . 当 思维 受阻 时 , 若 能 注意 在 某 种 特定 的 条 件 下 ,从 结论 与 条 件 的 内 在 联系 出 
发 ,变换 思维 角度 ， 反 客 为 主 ”, 常 能 取得 解 题 突破 . 


TD 解 方 程 z=(x 一 2) 一 2. 


【思路 探索 】 显然 这 是 一 个 关于 工 的 四 次 方程 ,不 易 求 解 ,但 方程 中 仅 有 工 与 


常数 2 两 数 , 旦 2 的 最 高 次 数 为 2 次 . 我们 不 妨 来 个 炎 倒 ,将 变 元 视 为 常数 ,将 常数 
视 为 变 元 一 试 ， 


【 解 】 原 方程 变形 为 
22 一 《2r2 十 1)。2 十 4 —z)= Ü 


| = CË HDE / (22 十 1) (> zr) 
2 


_ (2 十 ]) 土 (2x 十 1) 
2 


得 二 十 I 一 1 二 0 或 x 一 Tx 一 2 二 0 
Ws — 125 
2 nl 2 于- 


元 1 一 一 1 ,2 = 2. 


【 解 后 感言 】 这 里 不 难 见 到 “ 反 客 为 主 " 的 奇异 功效 . 读者 若 不 习惯 ,可 令 4 一 “ 


来 过 渡 一 下 . 





DD CMRR CG MIRA gt g l 试 证 明 对 坐标 平面 内 任 一 


lab) la, b0), UAE C, 中 的 一 椭圆 和 一 双 曲 线 通 过 该 点 . 


【思路 探索 〗 若 从 曲线 系 的 角度 去 考虑 , 即 以 zy 为 主 元 ,思维 受阻 . 若 从 太 来 


考 虐 ,不 难看 出 , 当 上 上 <4 或 4<k<9 时 ,C 表示 的 曲线 分 别 为 炳 图 和 双 曲 线 . 问题 
归结 为 证 明 在 区 间 ( 一 oo,4) 和 (4,9) 内 分 别 存 在 上 值 ,使 曲线 C, Alab). 


【证 明 】 设 点 (ab)(a,p 天 0) 在 曲线 C, 上 , 则 
È 

整理 得 

十 (a 十 太一 13)k 十 (36 一 4a? — 96) 一 0 ( *) 

A FR = k + (atd —13)E+ (36—4at —9b°) 

则 FO AFO m E J — 2 30 565 X. 


] 












又 f(A)= —5—<0 
f(9)=5a >0 
可 知 f(&) 二 0, 即 方程 (*# ) 在 (一 co,4) 和 (4,9) 内 分 别 有 一 根 . 

即 对 平面 内 任 一 点 (a,5) Ca;5 尖 0), 总 存在 曲线 系 C, 中 的 一 椭圆 和 一 双 曲 线 通 

过 该 点 . 

IRERE] 在 解析 几何 中 这 种 视 参 变量 为 主 元 的 方法 用 得 较为 普遍 . 


六 ,反例 否定 





解 题 秘 言 :证 明 一 个 命题 需 进行 严格 的 逻辑 推理 ,而 否定 一 个 命题 仅 需 党 出 一 
个 反例 即 可 . 与 演绎 推理 相 比 , 举 反 例 否定 某 一 命题 也 是 一 种 道 反思 维 形式 . 特别 是 
当 推 理 思 维 受 阻 时 ,更 应 考虑 是 否 能 举 出 反例 . 


D coo 年 福建 高 考 理 。T16) 设 已 是 一 个 数 集 , 且 至 少 含有 两 个 数 , 若 





对 任意 a .5EP, 都 有 a 十 ba 一 5.ab、 € P( 除 数 5 天 0) , 则 称 已 是 一 个 数 域 , 例 如 有 
理 数 集 Q 是 数 域 , 数 集 F= (a+ b/2l|a,b€ Q} 也 是 数 域 . 有 下 列 命题 : 


中 整数 集 是 数 域 ; 

四 车 有 理 数 集 CC M, 则 数 集 M 必 为 数 域 ; 

国 数 域 必 为 无 限 集 ; 

由 存在 无 穷 多 个 数 域 . 

其 中 正确 的 命题 的 序号 是 . (把 你 认为 正确 的 命题 的 序号 都 填 上 )》 





【规范 解析 】 命题 四:1€2,2EZ 但 二 攻 Z, 故 整数 集 是 数 域 不 正确 ; 


命题 团 : 设 M= (z|zC€C Q X z—m) , 则 满足 Q— M. 
由 2EM,xEM 人 得 nM 知名 不 正确 ; 

PAO: A P £ k3k.m€ P B mz0, 

则 由 数 域 定义 知 2mEP,3mEP,4mE PP,"…， 
nmC P(nCN' ), 

& P PHARA e 380) E 8; 

PAD: PERR, 

则 集合 {a 十 kp}asbEP,kEQ BE. kZ0 也 是 数 域 ， 
£ k 00 RO h X. B A Pp er 38 d) E 38. 

【答案 】 G@@ 








2 






WD RLM abc WE 
N —bc— 8a +7 = 0 
E -te +b — 6 +6=0 


| 那么 a 的 取 值 范围 是 ( `) 
À. (— o0, Te) B.(—eco,1]U[9,+ oo) 
Ni D. [1,9] 


【思路 探索 】 因为 二 是 同属 于 A,B,C 三 个 选择 支 中 的 元 素 , 当 a 一 本 时 ,从 十 
+b 6a+6=P+é+i—6XT +6=8 +e +et3= (bE) ++ +3>o, 


不 满足 题 设 的 第 二 个 方程 ,这 说 明 ay. 故 可 排除 A,B,C 三 个 选择 支 


【答案 】 D. 
【 解 后 感言 3】 上 述 这 种 排除 法 ,根据 选择 题 中 的 四 个 选择 支 只 有 一 个 正确 的 特 
点 ,采用 举 出 反例 淘汰 三 个 ( 少 则 一 个 反例 ,多 则 三 个 反例 ), 余 下 为 真 的 方法 颇 为 


实用 . 
七 、 反 证 法 








解 题 秘 盲 : 反 证 法 大 家 并 不 陌生 , 它 是 逆反 思维 的 常用 武器 ,是 常见 的 一 种 证 明 
方法 .下 面 我 们 列举 几 种 使 用 反 证 法 较 多 的 题 型 . 
1. 命题 的 结论 为 否定 形式 


bA: (2008 年 湖北 高 考 文 。T21) 已 知 数列 {a,} 和 {5}) 满 是 :ai SAs an = 





qn 十 一 4,b 一 (一 1)"(a, 一 3n 十 21), 其 中 4 为 实数 ,n 为 正 整 数 . 


(1) 证 明 : 对 任意 实数 4, 数 列 {a,} 不 是 等 比 数列 ; 

(2) 证 明 ; 当 4 关 一 18 时 ,数列 {5} 是 等 比 数列 ，; 

(3) 设 S, 为 数列 {6,} 的 前 nn 项 和 ,是 否 存 在 实数 1, 使 得 对 任意 正 整 数 n WA 
S, —12? 若 存 在 , 求 4 的 取 值 范围 ; 若 不 存在 ,说 明理 由 . 


【规范 解析 】 (1) 假 设 存在 一 个 实数 ,使 ft} 是 等 比 数列 , 则 有 aš =a a P 
(Za-3) =a ($a) -at= 2 e9=0,# E. 
Ala 38 £ 3 r 3k 5). 









> 命题 的 结论 具 隆 一 性 


@ 有 一 方程 组 
an 1 a rs Fant, =Ù 
(z Xy Xor t: Faty =0 
aa Tı Faz z; taza = Ü 
其 系数 满足 下 列 条 件 : 
(Dai +a22 saas 为 正 数 ,其 余 系数 都 是 负数 ; 
四 在 每 个 方程 中 系数 之 和 为 正 数 . 
证 明 :方程 组 有 了 唯一 的 一 组 解 ， 
LEJ 显然 (0,0,0) 即 z, =x: =z; =0 是 方程 组 的 一 组 解 . 假定 (ap,c) 是 方 
(j| a,b,c 中 至 少 有 一 个 正 数 ，; 
Cidade 中 至 少 有 一 个 负数 . 
对 情况 (1 ) ,不 妨 设 a 0,425. a =c. 
"a < 0,4a, <Ü 
"abana aytan 
X a ta 十 als >0,a1 >Ü 
‘ana tagrbtagcE (an Fare Tauj)a>0 
这 与 (a,6,c) 是 方程 组 的 解 的 定义 相 了 矛盾 . 
对 情况 (ii ) ,不 妨 设 a<0,aS<b,ac,W|—a>0,—a2—b —a2—c (i A 
ana tarb tas c 一 —[ a; (—a) taz (—b) +a (—c) |<0 
同样 导致 予 盾 . 
综 上 所 述 ,方程 组 仅 有 唯一 一 组 解 人 0,0,0)， 
[RERE] 当 结 论 的 反面 不 止 一 种 情形 时 , 反 设 后 , 则 应 分 别 就 各 种 情况 进 
行 归 雇 ,做 到 无 一 遗漏 .无 一 遗漏 ? ,锻炼 您 的 精密 思维 能 力 | 
3. 命题 结论 呈 “ 至 多 ”“ 至 少 ” 形 式 
83; Hasb 均 为 实数 , 且 a= x° “ u = se —2z+ 


a 证 明 :abc 中 至 少 有 一 个 大 于 0. 

【证 明 】 Ei abc 都 不 大 于 0, 即 a 所 0,6<0,c<0, 则 a+b--ce<0, 

而 a+ b+ = x° K SENE j — 2z 十 至 十 于 一 25 十 二 

一 (z 一 1)2 十 (3 一 1 十 (一 1 十 x 一 3 一 0 

这 就 产生 了 了 矛盾 . 

故 a,b,c 中 至 少 有 一 个 大 于 0. 

【 解 后 感言 】 对 结论 呈 “ 至 多 ” “至 少 ” 及 存在 性 的 问题 也 往往 从 反 证 法 入 手 较 
为 有 利 , 有 时 反 证 法 又 常 与 直接 推理 演绎 、 数 形 结合 等 结合 应 用 ,本 题 就 是 这 方面 的 
典型 例子 ， 














r—y=Ë 

l. amfer —2r+Ë=0,* k WË. 

2Y —2ytk=0 

2. WEH :1 35e e e (2n—1)<m"(n€ N° ). 

3. 如 图 所 示 ,在 直 三 棱柱 ABC 一 ABC 中 , ZACB=90, p A 
Z BAC=30°,BC=1,AA4, =/5,M & CC, ha E. Ne 
AB, | A; M. 

4. 数字 1,2,3,4,5 可 以 组 成 多 少 个 没有 重复 数字 且 数 字 1 

与 2 不 相 邻 的 五 位 数 ? 

. (2008 年 天 津 高 考 理 。T10) 有 8 张 卡片 分 别 标 有 数字 BI /> A! 

1,2,3,4,5,6,7,8, 从 中 取出 6 张 卡片 排 成 3 行 2 列 , 要 

R 3 行 中 仅 有 中 间 行 的 两 张 卡片 上 的 数字 之 和 为 5, 则 

不 同 的 排 法 共有 ( `) 
A.1 344 种 B. 1 248 种 

C. 1 056 种 D. 960 种 

6. (2008 年 福建 高 考 理 ，T7) 某 班级 要 从 4 名 男生 .2 名 女生 中 选派 4 人 参加 某 次 
社区 服务 ,如 果 要 求 至 少 有 1 名 女生 ,那么 不 同 的 选派 方案 种 数 为 ( `) 
A.14 B. 24 C. 28 D. 48 

7. 解 方程 rH +3r+/3—1=0. 

8. EF x 的 方程 :一 2ax trta 一 a 二 0， 

9. “Ë a>0,b>0, H a1,b1, Ji] logh Hoga 宇 2” 是 否 正 确 ? 

10. 底面 是 正三 角形 AFE ffi JE Bj E E EERE? 车 是 ,予以 证 明 ; 


£n 


若 不 是 ,请 举 出 反例 . 
11. 正方 体内 可 以 作出 不 同 的 内 接 四 面体 的 个 数 是 ( `) 
AC—6 BG CO—8 DO- 


=b 
12.“ 已 知 数列 {a, } 的 项 满足 | 


a+] — CG. +d 
其 中 A1 WEA a 08 8 a, 一人 (De d , 
是 否 正确 ? 车 正确 ,予以 证 明 ; 否 则 举 出 反例 


"ay Pdh a = ee ee ee E E E hs de ee 0 Ce a SS Pan as a 






,“ 已 知 a,6,c 成 等 比 数列 ,m Ba b 的 等 差 中 项 ,n 是 b,c EEDE 
一 2. ”是否 正确 ? 若 正 确 , 予 以 证 明 ; 否 则 举 出 反例 . 
14. 设 二 次 函数 f(x) 二 ax’ 十 br 十 c(a 关 0) 中 的 a,b,c 均 为 整数 , 且 f00),f(1) 均 为 


奇数 ,证 明 , 方 程 f(x) = 二 0 无 整数 根 . 
15. 四 面体 P— ABC 中 三 个 面 为 直角 三 角形 , 则 第 四 个 面 必 为 锐角 三 角形 . 





16. 给 定 实数 wa 天 0 H a+. WRN = Cl (z€ R H z) HEB 


ar—i 
(1) 经 过 这 个 函数 图 象 上 任意 两 个 不 同 点 的 直线 不 平行 于 工 轴 ; 
(2) 这 个 函数 的 图 象 关于 直线 y 一 zx 成 轴 对 称 图 形 . 


实战 秘 修 五 答案 与 提示 


. 依 方程 组 的 后 两 个 方程 知 x.y 是 方程 2w T 2u T k= 0 的 两 个 根 . 


— 


WA z+ @ =1 ,zy 一 全 


于 是 依 (z 一 旋 2 一 (zz 十 7)2 一 4rzyy H k =1— 2k, 
BI 大 十 2& 一 1 一 0, 解 之 得 k eh 二 一 1 一 V2 为 所 求 . 


. SHAR en 之 ab; 有 k(2n—k)= ( 


令 有 =1,3,5…,(27 一 1) ,然后 各 式 相 乘 得 
Cle 3a 5--.(2n—1)]2 (m S= ary 
i le 3. 5... (2n—1)=n". 

3. 易 证 AC 是 AB, 在 平面 AA, C, C 上 的 射影 , 若 能 证 AC. LA M 即 可 推 得 4AB, 上 
A, M. 
若 欲 证 AC | A,M, 只 要 证 AiAC 与 <AA1M ERBI. 
可 通过 计算 有 关 边 长 知 ~AiAC, = CAM, Wi AAC + ZAA,M = 
CAM+T/AAM=90.. 

4. 从 五 个 数字 的 全 排列 数 中 去 掉 1 与 2 相 邻 的 排列 数 , 得 P: Pi P: =72 个. 

5. 选 B. 
【 解 】 中 间 行 两 张 卡 片 为 1,4 或 2,3, 且 另 两 行 不 可 同时 出 现 这 两 组 数字 . 用 
间接 法 , 先 写 出 中 间 行 为 (1,4) 或 (2,3) ,C2，Ai，As; 书 去掉 两 行 间 时 出 现 1,4 
a 2,3, (AZC)? A4 ,所 以 CAA 一 (AC) Ai =] 440—192—1 248, 改 选 B. 


B3 


T“H = 





kt2n—k j _ z 
2 














【 解 】 用 间接 法 得 不 同 选 法 有 Cs 一 1 二 14 种 , 故 选 A. 
7. 视 V3 为 “ 变 元 ”, 将 原 方程 整理 为 
r+ 3+ (222 HINI +C —1)=0 (r0) 
—(22+1)-+ (2z+]) 


则 /3 = T 

即 zx 王 1 一 V3 或 了 2 十 (1 十 V3)z 十 1 一 0 
B= 1— (3, = -7 (+/3— YD, 
六 一 一 元 (1+VS 十 yi 


8. 原 方程 化 为 a: 一 (2x 十]Ya 十 (x + z) =0. 
R aSr tr Ram 一 x 十 1. 


得 zx, ,二 二 1 二 ATSE aQ — E na 
9. 不 正确 ,不 等 式 成 立 的 条 件 是 log.b >0, loga >0. WM% a = D 
Lio NAMER M ou 于 +Ioei2- 2 d 
10. 不 一 定 ,如 图 ,在 三 棱锥 D— ABC 中 ,AB= BC=CA=CD， C 


DA= DB 天 DC, 则 各 侧面 均 为 等 腰 三 角形 ,底面 亦 为 正三 B 
角形 ,但 D— ABC 不 是 正三 棱锥 ， 

11. 从 正方 体 8 个 顶点 任 选 4 个 的 组 合 数 为 C; , 减 去 正方 体 的 6 个 面 和 6 个 对 角 
H. 选 (D). 

12. KEM. 当 z 一 1 时 , 若 c 一 0, 则 出 现 0 ,无 意义 ， 

13. 不 正确 . 若 令 a=2,b=—2,c=2, i] a,b,c 成 等 比 数列 ,此 时 a 与 5,6 与 c 的 等 


差 中 项 均 为 0. 可 见 各 ,好 均 无 意义 . 


14. 设 方程 f(x) = 二 0 AER k. 
ak? 二 bk=—e D 
因 f(0)=c,f(1)=a+b+c ËJ 3 S 38. a 十 为 偶数 . 
当 上 为 偶数 时 ,显然 与 中 于 导 ， 
当天 为 奇数 时 , 设 大 一 2 十 1CnEZ), 则 ak 十 艳 三 427 十 1) (2na-+- a+ b) HER., 
tap D3F 8. 





15. 不 妨 设 人 APB= Z BPC= ZCPA= ,PA=a,PB=b,PC=c. 


假设 第 四 个 面 AABC 不 是 锐角 三 角形 , 设 其 中 人 BAC 之 -2, 则 


AB:+AC— BC <0, 
Bia ++ (a2 2) — (P + c )=<=0 
= 2a 0 


故人 BAC<-> 同 理 “ABC,~ACB 均 为 锐角 . 


15. (1) A(x, yi) Biz: ,ys ) 为 函数 图 象 上 的 不 同 的 两 点 . 假设 AB 平行 于 zx 轴 , 


M| = M Cl = z: l ,其 中 a 关 0,a 关 1,z1 关 zs, 依 等 比 定理 ,有 
drl 一 1] azx:—l1 


ie | tı 一 一 《zz 一 1] — 31 A 1 
arı —l aw—l1—(azr,—1) a(ai—ze) a 


=a(x, —])=axi 一 1=>a=1 „7A. 
(2) 设 P(zo + Yo ) 为 函数 图 象 上 任意 一 点 > 则 


G) D 











n | 


=> zr (ay —1)= y —1 @ 
s. Ps _ l yl z l 
T ay laon R aan l >a ] ,矛盾 . 


yo 1 


故 由 四 式 得 ra TT 


-的 图 象 上 ， 由 下 (To ;Yo ) 的 任意 性 知 





与 人 D 比 较 知 PP (yo sz) tE AA y= = 
函数 的 图 象 关于 直线 y= = HPR. 


ax— i 











性 的 地 方 ,是 学 好 数学 的 一 个 诀窍 .又 云 ， 先 足够 地 退 到 我 们 最 容易 看 清楚 的 地 
方 , 认 透 了 , 钻 深 了 ,然后 再 上 去 . "这 就 是 以 退 求 进 的 思想 . 

当 我 们 在 探究 某 些 数 学 问题 时 ,常会 碰 到 一 些 疑 惑 费 解 或 难以 入 手 的 困难 ,不 
仿 把 复杂 的 问题 退 到 较为 简单 易 解 的 地 步 ,从 中 找 出 能 反映 问题 本 质 属性 的 东西 ， 
或 获得 竺 案 ,或 产生 解 题 灵 感 , 以 达到 认识 上 的 飞 肥 ,使 原 问 题 化 难为 易 而 获 解 , 这 
种 以 退 求 进 的 思想 是 我 们 解决 数学 问题 时 的 特殊 与 一 般 的 唯物 辩证 思想 的 一 种 
体现 . 





一 、 从 抽象 到 具体 





解 题 秘 言 :对 一 些 比较 抽象 的 问题 ,往往 不 易 找到 解 题 思路 ,甚至 给 人 “ 摸 不 着 
边际 ”的 感觉 ,但 如 果 能 把 它 具体 化 ,就 能 完 得 某 种 解 题 途径 
食管 ”已 知 集合 A 与 集合 已 各 含有 12 个 元 素 ,AmB 含有 4 个 元 素 ,集合 C 
同时 满足 下 面 两 个 条 件 : 


(1CSAUB,E CR##£# 3 个 元 素 ; 
DCNAZØ. 





”这 样 的 集合 C 的 个 数 为 





【思路 探索 】 本 题 题 意 抽 象 ,不 易 理 解 ,为 将 其 具体 化 ,不 妨 设 计 一 个 符合 原 题 
要 求 的 模型 : 

某 班 数学 竞赛 训练 小 组 (集合 A) 和 计算 机 兴趣 小 组 (集合 B) 各 有 12 人 ,其 中 
有 4 名 同学 同时 参加 了 两 个 小 组 (A 站 B), 现 在 从 这 些 同学 中 选 出 3 人 组 成 代表 队 
(集合 参加 校 际 比赛 ,要 求 其 中 至 少 有 一 名 是 竞赛 训练 小 组 的 成 员 , 问 一 共 可 组 
成 多 少 种 这 样 的 代表 队 ? 

由 于 问题 比较 具体 ,我 们 立即 可 以 写 出 下 列 结果 : 

Ca +Cit,Ci + Ch 二 1084( 个 》 

ZA Ch—Cl=1084(+-). 

【答案 】 1084 个 . 

【 解 后 感言 】 在 构造 具体 模型 时 一 定 要 注意 不 要 改变 问题 的 实质 性 条 件 . 









W w /(z) 的 定义 域 关于 原点 对 称 , 且 满足 以 下 条 件 : 


Cl 
Dai sz: 是 f(z) 定义 域 中 的 数 , 且 fi — n) = TG 


@ f(a)=1(a>0); 
(334 0< r—2a Hf, f(z)> 0. 
CHE f(x) 的 奇偶 性 : 
DAE f(z) 是 否 是 周期 函数 ,若是 周期 冰 数 , 求 出 周期 . 
【思路 探索 】 由 条 件 中 容易 联想 到 两 角 差 的 余 切 公式 
ei == p Sa s ` a. 

cotf — cota 


H cot r — 1,88 = Z. 不 难 发 现 题 设 条 件 类 似 余 切 西数 的 运算 法 则 和 性 


结论 . 
(1) f(z) 为 奇 函 数 ; 
(2)y= cotr 的 周期 为 x 一 4X 一， 猜想 f(x) 为 周期 函数 ,其 周期 为 4a. 


【证 了 明了】 (1)2 z= 二 xi 一 Zz, 因为 f(r) 的 定义 域 关 于 原点 对 称 , 所 以 一 二 XX 一 
x= 也 在 其 定义 域内 , 且 


_ = _ _ fx) flr) +1 
fx g) f(x TT per) fa 


=== (py ym (m) 
故 f(x) 为 奇 函 数 ， 


Afat _ — fG) fGa)+1 
Df rtf) fa — fG) 


_ 1—fG@) _ fu)—1 
—1—fG) f/G)+1 


s f(z=+-2a)= fLirta) ae r s l 





人 
(z) 一 1_ 1 
jl ` 2 1 
fi) a 2 f(x) fz) 


f(z=y=—+1 
f(z+ 4a)= f[(z=-+-2a)--2a] 


=— ta f 

“f(z) 为 周期 函数 , 且 其 周期 为 ta. 

【 解 后 感言 】 在 解 题 过 程 中 ,将 抽象 问题 退 到 具体 问题 , 仅 有 利于 启迪 思维 , 找 
到 抽象 问题 的 具体 模型 . 但 在 具体 解 证 过 程 中 仍 应 就 其 抽象 性 进行 严格 论证 . 








解 题 秘 言 :由 于 共性 寅 于 事物 的 个 性 之 中 ,对 于 有 些 较 复杂 的 问题 , 当 从 一 般 角 
度 难以 解决 时 ,我 们 可 以 通过 考察 和 研究 它 的 特殊 情况 ,去 探求 发 现 规律 和 解 题 
方法 ， 

D (2008 PREBRAL TZD ERA (an) (b) Pra = 1,b 一 4, 数 列 
ta 的 前 n WH S, 满足 nS, — (n+ 3) S, 一 0,2a N b, 与 b+1 的 等 比 中 项 ， 
ne N’, 
cI ) 求 as +b; 的 值 ; 

(本 ) 求 数列 {a,) 与 15,} 的 通 项 公式 ; 

(HI DW T, =(—1)i br T(—1)% Be 二 十 (一 1)*b, n€ N , 

证 明 : | I; | < 2n° |, n2:3. 

[A] (I)W383 3 a ta: — 4a =0,a 一 1， 

解 得 az 一 3. 由 题 设 又 有 4al =b b ,bi 一 4, 解 得 b,—9. 

(下 ) 解 法 一 :由 题 设 nS 一 (n 十 3)S,= 二 0,a 三 1], 二 4 及 a, =3,b, 二 9; 进 一 
PTA as =6,b =16,a, =10,b, 二 25, 精 起 a 一 于,b 一 (n 十 1)?,nEN*. 


n(n+1) 
2 





二 、 从 一 般 到 特殊 








X. 证 a, = nCN'. 


当 mn 一 1 a = TD ERRA. S n> 时 用 数学 归纳 法 证 明 如 下 | 


《17 当 n=2 时 ,as = -GD :等 式 成 立 . 


LD 


(2) 假 设 当中 一 上 时 等 式 成 立 , 即 a= 天 之 2 


由 题 设 ,kSi41 = (E+3)S, D 
(k—1)S =(&-F-2)S,-i. (2) 


@ 的 两 边 分 别 减 去 加 的 两 边 ,整理 得 kaa = (kt 十 2)at ,从 而 an =a = 
2 
k 2 2 i 








这 就 是 说 , 当 mn 一 A 十 1 时 等 式 也 成 立 . 根据 (1) 和 (2) 可 知 ,等 式 a 一 对 
IETT iJ n2=2 成 立 . 
REMAR PR a = OLD PEA n€ N° 都 成 立 . 


再 用 教学 归纳 法 证 明 久 一 (Cn 十 1) n€ N  , 









(š n=] H bh FAHI FARE. 
(2) 假 设 当 ?一 上 时 等 式 成 立 , 即 b, = (k-T-1)° ,那么 


iai = (k+ |)” (k-- 2) 
b, (+ 1)° 


这 就 是 说 , 当 n=k+1 时 等 式 也 成 立 . 根据 (1) 和 (2) 可 知 , 等 式 包 一 (na 十 1) 对 
任何 的 nEN" 都 成 立 ， 





Biri =[(k+1)+1]:. 





DAR. 
DD wm25-2-lca>ob>0 0983: ABI AB 
的 最 小 值 为 Co) 
A.2 ya +Ë B. a+b 
C, /2ab D. 4 Vab 


【思路 探索 〗 将 椭圆 的 一 般 情况 退 到 特例 一 一 图 . 
令 a 二 5b 二 1( 再 一 次 特殊 化 ), 即 如 右 图 的 单位 图 情形 . 5 
C 为 切 点 , 易 见 

|AB|=|AC|+ ]BC|22 /TAC| + [BCI 

=2 V1OC| =2. 

即 当 a 一 5 一 1 Hl ABl mn =2, 在 四 个 选择 支 中 , 仅 
有 a 十 0 一 1 十 1 一 2. 

[LER] B. 

【 解 后 感言 】 这 里 采用 的 赋值 法 和 图 形 特 殊 化 都 是 从 一 般 退 到 特殊 的 常用 方 
法 ,特别 是 对 选择 题 采用 这 种 方法 能 产生 简捷 明快 的 效 朵 . 


三 、 从 多 元 到 少 元 


ne 
W : arianami ann tei Epai te 





解 题 秘 言 :对 元 素 较 多 ,呈现 的 情况 较 复杂 的 问题 ,我 们 可 以 先 从 元 素 较 少 的 简 
单 情况 进行 研究 ,然后 以 此 为 起 点 去 解答 较 多 元 素 的 原 题 , 它 常 能 起 到 “ 退 一 步 , 进 
两 步 ” 的 作用 . 


B Ë <a <a <. <a < rh n> 2. HE BH ' 





sina, + sina, 十 … + sina, 
tang, < ——  — a tana. 
|! cosa) + cosa; 十 … + cosa, i 


【思路 探索 〗 H-T3X3S £ ÆTT AUA 


sina, T+ sina; 


< tana. 
cosa, + cosas 


P, 知 0<a <a: < +Ë H :tana < 


只 要 证 得 Sinal < sina tsina <- Snez 就 行 ,这 是 不 难 办 到 的 ， 


cosa COSA + COSGQ C 











bes Er 


<. Ü< sing < sinay ecOsal > COsas > Ü 
s0 2sine, — sina; + sing: < 2stnay 
2coso: — cosa, T cosa; — 2cOsq, > 0 
2Zsinat _ sina; 十 stnaz Zsinas 
2cosaj cosa T cosa: 2cosas 
sina; + sing: 


tang — 
W tana cosal F cosa; 


RRRA T Fa ME uE UA J 0 m. 


KERI “0a a, <a, < A 


e O< sina: — sina; < "< sina, 

COSal > cOsay Z *** > cOSa, >> Ü 

0< nsine < sina) T sina; + *** + sine, < mnsina, 
ncosal — cosa, + cosa; + ** + cosa, > ncosa, > 0 


sina; T sina; + = 二 sina, 
cosa) 十 cosas + ° J cosa, 


【 解 后 感言 】 对 有 些 涉 及 自然 教 关 的 这 类 "多 元 "问题 ,有 时 也 可 以 用 教学 归纳 
法 来 解 ,这 里 就 不 举例 了 . 


. tano — < tana, 


四 、 从 高 维 到 低 维 








解 题 秘 盲 :在 解答 高 维 空间 的 有 关 问 题 时 ,我 们 常 把 它 退 到 低 维 空间 上 来 考虑 ， 
然后 利用 在 低 维 空间 所 获得 的 启示 再 去 解答 高 维 空间 的 问题 ,这 种 方法 尤其 在 立体 
几何 中 用 得 较 多 . 


D h n mkn 个 面 的 面积 记 为 Si(i=1,2,…,n),P 为 n 面体 内 任 一 
点 , 且 PP 到 各 面 的 距离 为 hi(ti 一 1,2, 呈 ,大 S11 S, z =+ + S, =] z 2 z = t n, WE 
B]; È Ghi) H RML. 

【思路 探索 】 将 问题 退 到 :平面 凸 n 边 形 内 任 一 让 P #| 6 9 E NN h G=1,2,- sm)， 
n 条 边 的 比 为 全 一 二 (isj 一 1,2,…sm) EN: È Gh A RM. 依 面积 法 此 问题 不 
证 明 ， 

本 a; = ik. 
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lë ws r, 
S= p: 之 aih i > 2 之 (:Ë)h; 了 > Ghi) 


n $ a= S OE fD 

故 可 进 到 空间 解决 原 问 题 . 

GEMI MARAS =D S= ik=, n). 
n 面体 的 体积 被 P An 个 小 锥 体 的 体积 之 和 . 
V= + Š Sh. = Y i 法)h, = YG) 


a Š Ghi) — T OED. 

【 解 后 感言 】 这 里 是 将 空间 问题 退 为 平面 问题 ,然后 运用 类 比方 法 来 解决 空间 
问题 . 
@ ”空间 有 ， 个 平面 ,每 三 个 平面 交 于 一 点 ,但 无 四 面 共 点 ,试问 :这 些 平 


面 将 空间 分 成 几 部 分 ? 

【思路 探索 】 先 退 一 步 :平面 内 有 nn 条 直线 ,每 两 条 直线 交 于 一 点 ,无 三 条 直线 
共 点 情况 , 间 : 这 些 直线 将 平面 分 成 多 少 个 部 分 ? 

再 退 一 步 : 直 级 上 有 个 点 ,这 帮 个 点 把 直线 分 成 多 少 个 部 分 ? 

这 时 容易 找到 管 案 ,n 个 点 把 直线 分 成 un 十 1 个 部 分 , 记 为 h Snt. 

以 此 为 基础 ,我 们 再 来 寻求 解答 . 

[8] 一 条 直线 分 平面 为 两 部 分 . 设 条 直线 分 平面 为 fR. 再 漆 一 直 
线 , 与 前 nn 条 直线 相交 , 依 iOm EMM ntl 部 分 , 即 

falint DS felin) tnt AP f. (1)= 2, 
于 是 f,GmT+1)—f,@m)=n+1 

Te fo) = fa D HLD fz G)]+[ fz (8)— fs (2) ] 

++ f(n D f m—2)]+Í[ fs (n) — f: (n—1)] 
一 2 十 2 十 3 十 … 十 (一 1 十 2 





=1+ÑTa@+D= (n +n+2) 
又 一 个 平面 分 空间 为 两 部 分 , 设 n 个 平面 分 空间 为 f;(n) 部 分 ,再 添 一 个 平面 则 与 
前 个 平面 相交 , 依 (mn) 知 ,要 增加 也 (下 十 n 十 2) 部 分 - 


| G 35 户 GD 十 元 (到 十 m 十 2) ,其 中 f,G)=2 


于 是 faat- fi (M= (m +n-+2) 
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RE ZAHL, (2)— fC (3) — F, (2) ] 
Hat | f, (m—1)— f, m—2)5 ] 
+[ f. (n)— f;(n—1)] 


=2+Y[f,G+)— GJ 
=2+ Y (P +i+2 

] n 1 1 n — i n—1 
=2 十 二 zz 二 二 Yi 二 1 

2 = 2 il el 
=2+— . Tin Dna) a Dnt @—1) 
1 
6 
故 坟 个 平面 将 空间 分 成 二 (mw 十 5n 十 6) 个 部 分 . 


【 解 后 感言 】 这 里 作 了 “大 踏步 的 退 ”, 从 空间 退 到 平面 ,再 退 到 直线 ,然后 再 一 步 一 步 
地 进 到 原来 的 空间 问题 上 ,颇具 一 定 的 代表 性 和 典型 性 . 

至 于 涉及 解 方程 (组 ) 中 的 降 维 思想 这 是 大 家 在 初中 数学 中 就 早已 熟悉 的 问题 ， 
就 不 必 浪 费 笔 墨 了 ， 


me 
w 


(7 十 5n 十 6) 


五 .从 整体 到 局 部 





Ba ua FA B :有些 数 学 问题 ,如 果 从 整体 上 不 便 解 闫 ,可 先 研 究 其 局 部 . 如 果 局 部 
问题 得 以 解决 ,和 党 能 促使 问题 整体 得 以 解决 . 

PO 在 锐角 AABC 中 ,证 明 : 

sinA +sinB+sinC— cosA + cosB+- cosC 

【思路 探索 〗 本 题 看 起 来 似乎 很 简单 ,但 从 整体 上 解答 比较 难 入 手 , 由 三 个 角 
的 和 为 rr, 以 及 三 角 函 数 间 的 转换 关系 ,我 们 可 从 局 部 (从 一 个 角 的 三 角 函 数 式 或 两 
个 角 的 三 角 函 数 式 ) 着 手 处 理 ， 
证 明 一 ““ AABC 为 锐角 三 角形 


ABeCo 








-A> TB 


x 


T 一 一 - 
BII 0< BA 7 


依 正弦 函数 在 | 0, 下 | 上 的 单调 性 知 








sinA> sin( Z—B) = cosB 
E , sinB > cosC, sinCœ>cosA 
三 式 相 加 即 得 

sinA 二 sinB 十 sinC>cosA 十 cosB 十 cosC. 


证 明 二 ”由 和 差 化 积 公 式 知 


sinA 二 sinB= 2sin A Ecos A = 2cos Scos Å 


ATB O A-B ysin LO A—B 
2 s 2 2 2 


-. (sinA + sinB) —(cosA + cosB) 
A—B 


=2 [ cos E — sin Ç )eos 2 








cosA + cosB=— 2cos 
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2 
s. sinA + sinB œ> cosA + cosB 
同 理 sinB-+-sinC> cosB+ cosC 
sinC+-sinA> cosC+ cosA 
将 三 式 左右 两 边 分别 相 加 , 约 去 2, 即 得 证 . 
【 解 后 感言 】 这 种 方法 在 涉及 三 角形 三 内 角 的 三 角 函数 关系 式 的 问题 中 经 常 
用 到 , 由 此 可 见 从 整体 退 到 局 部 思想 方法 之 一 斑 ， 
FD 已 知 四 面体 AAAA S SSS, 分 别 是 以 AAA A. 为 球 
心 的 球面 ,它们 两 两 相 切 . 如 果 存 在 一 点 O, 使 得 以 O 点 为 球 心 可 作 一 一 个 半径 为 r 的 
球面 卫 5 S,,S,,S,,S, 都 相 切 ,还 可 作 一 个 半径 为 R 的 球面 QQ 与 四 面体 的 各 校 都 
相 切 . 证 明 :四 面体 A,A, A, A, 是 正四 面体 . 
[思路 探索 】 由 于 问题 比较 复杂 , 若 从 整体 考虑 困难 较 大 ,不 妨 先 从 局 部 着 手 . 
图 ( 甲 ) 为 球面 S. ,Ss ,Ss 的 球 心 A ,As A. 的 截面 图 ,Cn ,Gz ,Gs 为 三 个 球面 两 
两 相 切 的 切 点 ,显然 切 点 GGG 尖 在 八 A1AzAs 的 三 边 上 , 记 三 球 半 径 相应 为 


Fi sfa +F3 AA A; A; 的 三 廊 相 应 为 di ss ns H+H k a +a, +as,)= b. 





由 T rı +r = ds +T2 +r; =a, +73 十 为 = a 


T r= p— asr = p as, s |ra =p as. 

















这 说 明 G, ,G, ,G, BE 3 AA. A,A, 的 内 切 圆 的 三 个 切 点 . 
A; 





A 

H EHR Q HARSANA Mk F W AAA ERER EAA AA 的 
内 切 图 ， 

这 样 ,球面 Si ,Ss ,Ss,S 两 两 相 切 的 切 点 就 是 球面 QQ 与 四 面体 各 棱 相 切 的 
切 点 . 

下 面 再 来 证 明 各 棱 棱 长 应 相等 . 

WAC) AOPA A 作 截面 ,显然 OG, 是 球面 S, ,Ss 的 公 切 线 , 且 OG. 
=R, fk +] #| 8 y E An 

R? =r(r+ 2r 7) 一 rr 十 2r2 ) 

因此 得 到 7 一 r;; 同 理 ,rs = r, =r.. 

于 是 A,A, SAA SAA SAA SAA SAA 

故 四 面体 AAAA 为 正四 面体 . 

【 解 后 感言 了 本 例 中 应 用 从 整体 址 到 局 部 及 将 空间 问题 降 为 平面 问题 的 思想 


方法 都 是 可 取 的 . 
实战 秘 修 六 
1. 已 知 f(z 十 十 f(r 一 y) 二 2f(z) f(y) 对 工 ,yER 都 成 立 , 且 f(0) 尖 0. 试 判断 函 
数 f(r) 的 奇偶 性 . 


2. 证 明 ;不论 m,n 为何 实数 ,方程 
z:+y'—2mz—2Z2ny+ 4(m—n—2)=0 
所 表示 的 曲线 必 通 过 一 定点 ,并 求 出 此 定点 . 


3. Ë fa )= BEE rz) 一 1990,z = f(z. ,)(n>1. R f(x; ). 
1 —3z= 


. | 

re er ee nt Ea: 

. 现 有 243 个 小 球 ,从 外 观 上 看 完全 相同 , 除 一 个 小 球 略 轻 外 ,其 余 的 小 球 重量 均 
相等 . 现 有 满足 各 种 操作 要 求 的 天 平和 硅 码 . 问 最 少 称 几 次 ,可 保证 将 这 个 较 轻 
的 球 找 出 ? 


Qn 






. 证 明 : 空 间 中 从 同一 点 出 发 不 在 同一 平面 内 的 三 条 射线 中 ,每 两 条 所 成 角 的 平分 
线 与 第 三 条 射线 确定 一 个 平面 ,如 此 所 得 的 三 个 平面 必 相 交 于 一 直线 

7. 在 长 方 体 ABCD 一 A; BGD 中 ,D RERE ACD 上 的 射影 为 H. 证 明 : 
AADD, 的 面积 是 AACD, MAAHD, 的 面积 的 比例 中 项 . 

. 在 四 棱锥 的 四 个 侧面 中 ,直角 三 角形 最 多 可 有 ( `) 

A.1 + B. 2 个 人 D. 4 个 


. 已 知 ta.} 是 公差 不 为 零 的 等 差 数列 ,如 果 S. 是 {as} 的 前 ”项 和 ,那么 limS — _ 


o 


LO 


F 


10. 是 和 否 存 在 常数 a,b,c, 使 得 等 式 
] 。22 十 2 ° 32 Fn nt I= -yaln t lan iira 


对 一 切 自然 数 n 都 成 立 ? HENE. 


实战 秘 修 六 答案 与 提示 


Fr) 为 偶 函 数 ,联想 三 角 函 数 的 和 差 化 积 公式 ,可 把 f(z) 具 体 化 为 cosz. 证 明 可 
仿 例 2. 

2. $ m—n—0,Ë m 二 0,n 一 1, 解 方程 组 得 交点 (2, 一 2) 及 (一 2, 一 2). 代 人 曲线 系 
验证 知 曲 线 系 必 过 点 (2, 一 2). 

. 由 fC), f(r) ,f(zs) 知 前 数值 是 周期 为 3 的 周期 数列 ,所 以 
FC Eror ) ~E ~ T1 = f (To ) = 1990. 

4. W k=l 


=n 


Qa 


1 sinl Catal _ 1 _ 
en zing- a cot(at A | 


由 此 知 
N= Di{cotlat Ck—1)8]—cot(at kB))} 


一 [ceota 一 cot(a 十 mp) ]. 


. 车 问题 减少 为 两 个 球 时 ,只 需 称 一 次 ; 若 问题 减少 为 3 个 球 时 ,也 内需 称 一 次 ;由 
此 9 个 球 称 两 次 可 找到 ; 先 将 9 个 球 分 成 3 组 ,每 组 3 个 球 , 称 一 次 可 知 较 轻 的 球 
在 哪 一 组 ,再 称 一 次 即 可 找到 较 轻 的 球 . 依次 类 推 ,27 个 球 需 称 3 次 ,81 个 球 需 
称 4 次 ,243 个 球 需 要 称 5 次 .一 般 地 ,3" 个 球 需 称 次 . 

6. 在 三 条 射线 上 分 别 取 点 A,B,C; 使 04 二 OB 一 OC(O 为 三 条 射线 的 交点 ), 设 G 

为 上 ABC 的 重心 ,证 OG 为 三 平面 的 交 线 即 可 . 


gn 








AADD,..AACD..AAHD, 的 公共 边 AD, 上 的 高 , 依 
射影 定理 可 证 :DG = GH + GC. 

8. 退 到 特殊 四 棱锥 :底面 为 定形 ,其 一 条 侧 棱 垂直 于 请 面 , 依 三 P an 
侧面 都 是 直角 三 角形 . 3 (D). 


9. e (TE | 的 极限 存在 , 必 为 唯一 常数 . 取 特殊 等 差 数列 a 一 "出 





sS,=—n(n+1), lim Taja D 2 = 2 
S. ,-= nn] “ 


10. 问题 等 式 要 对 一 切 ne N” 都 成 立 . 可 将 整体 N" 退 为 局 部 , 取 n€ {1,2,3) ,考察 
a,b,c FE S fr fr. 即 由 等 式 可 得 


= (atoto) 


a= 3 
b=il 


| 
2 
E= 10 


70=9a t 3bte 
代 人 等 式 , 再 用 数学 归纳 法 证 明 此 等 式 是 否 成 立即 可 . 
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分 类 讨论 是 数学 
学 解 题 中 的 具体 运用 . 这 种 数学 思想 方法 几乎 涉及 中 学 数学 内 容 的 各 个 部 分 . 如 复 
数 分 为 实数 与 虚数 两 类 ;实数 又 分 为 有 理 数 与 无 理 数 两 类 ;两 直线 的 位 置 关 系 分 为 
平行 .相交 、 异 面 三 类 ; 非 退 化 的 圆锥 曲线 可 分 为 椭圆 (包括 阅 )、 双 曲线 ,抛物 线 三 
类 . 由 于 这 类 问题 涉及 面 广 , 综 合 性 强 , 有 助 于 提高 我 们 分 析 问 题 和 解决 问题 的 能 
力 ,可 见 其 地 位 之 重要 . 另 一 方面 ,忽视 分 类 讨论 或 讨论 中 发 生 逻 辑 错 误 的 现象 义 县 
见 不 鲜 ,可 见 有 引起 重视 和 加 强 训练 之 必要 ， 


分 类 讨论 的 动因 和 方法 
tam i 
解 题 秘 言 :进行 分 类 讨论 的 关键 是 明确 讨论 的 动因 , 即 认识 为 什么 要 分 类 讨论 ， 
只 有 明确 了 讨论 的 原因 ,才能 准确 地 ,恰当 地 进行 讨论 ， 


1. 根据 有 关 定 义 分 类 讨论 
有 些 数学 概念 本 身 就 是 以 分 类 形式 定义 的 . 如 绝对 值 .直线 与 平面 所 成 的 角 , 有 


些 数学 概念 自身 就 有 一 定 的 限制 ,如 斜率 二 tana [a 2 ) ;曲线 系 中 二 次 曲线 的 分 
类 等 , 解 题 时 以 所 定义 的 概念 为 依据 来 进行 分 类 讨论 ,但 要 注意 概念 所 受 的 限制 . 
WÜ (008 年 广东 高 考 理 *T14)( 不 等 式 选 讲 选 做 题 ) 已 知 cE R.# 3 T = 








的 方程 ?十 十 a=} |+lal=0 有 实 根 , 则 a 的 取 值 范围 是 | 
【规范 解析 】 lal=0 时 ,a=0， 


_ll_ — a 
a -| 0 时 ,a re 








Daco 时 ,方程 化 为 +z 十 闻 一 a 一 a 二 0 
即 寻 十 z 十 二 一 2a 一 0 
A=1—4(-—2a)=2a<0 £. 

1 


@0<a<< 地 时 ,方程 化 为 x° +r+-——a+a=0, 




















l 1y? SON Í 1 
Pp r 十 十 二 一 0 CET. =; s T+= 2 . 0= a= 4 . 
@a>> 十 时 ,方程 化 为 ra tamo, 


1 Es 
Wy 巡 十 z 十 2a 一 二 一 0.A 一 1 一 4 人 (2a 一 于 ) 一 2 一 8a. 


2—8a—0 X, 解 . 


综 上 ,0<a< 闻 ， 


【答案 】 0<a<— 


m2 (2008 年 上 海 高 考 理 。T20) 设 P(a b) (020) E: 3- ñi AMARA Oy 
中 的 点 ,i 是 到 过 原点 与 点 (1,5) 的 直线 . 记 中 是 直线 / SAR =° —2Py( P0) H 
TEARI. 

( [DEH a=1,b=2,P=2, 3R A Q JE 58; 

(DESS P(a,b) Cab AO EMA + y =] 上 ,P= 求证 :点 Q Y EN Hh 
线 4z: 一 4y 二 1 E; 

ADEMI Pla, DWE ab#0,P=77. 车 点 Q 始 终 落 在 一 条 关于 z 轴 对 称 
的 抛物 线 上 ,试问 动 点 P 的 轨迹 落 在 哪 种 二 次 曲线 上 ,并 说 明理 由 . 
m =4y, r)r=8, 

l. 16, 

Pp 5. Q É) 3 82 (8,16). 


2—1y, [=< 
oaran ab” "得 ' 
y= bx， Pa 





Mren” 
y=2x, 


1 j 
即 点 Q 的 坐标 为 (一 ,一 小 
PRH ka. =l, 


4 (L)-4(£) =£5a-65=1. 


a 
HIA Q # # xU h 3 Mr 一 4y =l 上 . 
(HI) ig Q f EH 3k 60 y EA y = 2q(z— e)s gA. 


将 Q( 工 , 妃 ) 代 入 方程 ,得 气 一 2g( 二 一 <】 


Tar QT. r 






gp b. ee, 
当 gc 二 0 时 ,太一 2ga, 此 时 点 了 的 轨迹 落 在 抛物 线 上 ; 
z qc 一 二 时 ， (a7) += 
此 时 点 卫 的 轨迹 落 在 加 上 ; 
(< 一 去 ) 
] ç b _ . f 
当 q> 0 E ag l == pe bb = P wy ak AmE, 
4 AE 
AY , 

; 2c! _ 
当 qc<0 时 ,一 一 一 Ca 

4c? 2C 

2. 按 某 些 运算 的 要 求 分 类 讨论 

有 些 运算 有 一 定 的 要 求 限制 ,如 除法 要 求 除 式 不 为 零 ; 解 不 等 式 要 看 不 等 式 两 
边 是 同 乘 以 一 正 数 还 是 货 数 ;在 实数 集 内 开 偶 次 方 时 被 开 方 式 须 非 负 ;对 数 运算 其 
真 数 应 为 正 数 等 . 这 些 都 是 进行 运算 时 须 进 行 讨论 的 动因 ， 
MO cuacRamx pa 的 不 等 式 e(ar-D>z 一 1 
【 解 】 不 等 式 变形 为 (a —1)z>—a 1. 
若 a 一 1, 原 不 等 式 为 0 二 0, 无 解 ; 
车 a= 一 1, 原 不 等 式 为 0>> 一 2, 其 解 为 一 切实 数 ; 


若 |a| 之 1, 则 of 一 1>0, 原 不 等 式 的 解 集 为 z> 一 


二 1 ,此 时 点 了 的 轨迹 落 在 双 曲 线 上 . 





Ela] 之 1, 则 一 1<0, 原 不 等 式 的 解 集 为 2< 

f【 解 后 感言 】 # r<—l,z=—1,—1<z<1,z=1,z2>1 来 进行 分 类 也 行 . 
an—ua * _ 

BE 已 知 a>>0,4a 隆 1,bE RR, 解 方程 -xz 一 9 


[思路 探索 】 本 例 出 现 a,b 两 个 参数 ,究竟 如 何 进行 分 类 讨论 好 , 尚 不 清楚 ， 竺 
变形 后 再 定 . 

【 解 】 原 方 程 变形 为 

a—a *=b+=a*+b esa * 

BC —b)a™ =1 +b (x) 

当 b=1 H, OORTE IEA 


当 5 天 1 时 , 原 方程 同 解 于 a” =i 





_ 1+6 _ 1, 1 十 8 














车 b>1 或 6 和 < 一 1， ETSN 此 时 原 方程 无 解 . 
故 当 且 仅 当 一 1 过 6 过 1 时 , 原 方程 的 解 为 


1-H 
r= log, — 5 


【 解 后 感言 】 1. 当 出 现 多 参数 时 ,往往 是 先 变形 ,在 探 明 “方向 "后 再 分 类 计 
论 ,以 避免 讨论 的 盲目 性 和 将 问题 复杂 化 ; 

2. 有 时 要 分 级 进行 讨论 (本 例 分 两 级 讨论 ), 在 分 级 讨论 时 必须 注意 要 逐 级 进 
行 , 不 可 越级 讨论 ,否则 条 理 不 清 , 使 讨论 陷于 混乱 状态 ， 

3. 根据 相关 限制 条 件 分 类 讨论 

有 些 数学 定理 或 公式 ,其 结论 本 身 就 是 按 分 类 讨论 来 进行 表述 的 ,如 解 一 元 二 
次 方程 或 一 元 二 次 不 等 式 ,就 需 按 判 别 式 的 各 种 情况 来 讨论 ;等 比 数列 前 n 项 和 公 
式 就 是 按 g=1 ql 来 表述 ;无 穷 递 缩 等 比 数列 的 极限 limg' 一 0, 仅 在 19|<1 时 


A RZ. 
S 2008 EE ES EE < T21) IL PE, M M = 





HÉ =1(a>b>0) NARAN F(1,0),O 〇 为 华 标 原点 ， 


(1) 已 知 椭圆 短 轴 的 两 个 三 等 分 点 与 一 个 焦点 构成 
正三 角形 , 求 椭圆 的 方程 ; 

(2) 设 过 点 下 的 直线 i 2 8 LT A.B 两 点 . 若 直 线 ! 绕 点 下 任意 转动 , 恒 有 
IOA|2+ |OB|?°< |AB]|* , 求 a BJ IB ñ H. 

【规范 解析 】 方法 一 :(1) 设 M,N 为 短 轴 的 两 个 三 等 





分 点 ,因为 人 MNF 为 正三 角形 ,所 以 OF|=YŠ |MNI,. 





TEEN TTE 
= 

TELELE aE 

(2)( 1 ) 当 直线 1 矢 直 于 工 轴 时 ， 

将 z 一 1 RA- A 

KANTONU, 


2—] 


解 得 >H Ëk a< Iek), Bp DirG, 





Sari 






《 ) 当 直线 i *+# Ë T x 轴 时 , Z ACT y1) B(x Yz). 
设 直线 AB 的 方程 为 y 一 ECz 一 1D) RAHA, 
E Hak a 2a k r +a —a b = 0, 

2a” F° o ţa t 
qa B+tak ' 
因为 恒 有 |OA12 十 1OB < ABI, 
所 以 Cty tty lea HTA 
得 xiz Fyi y, <Ü 恒 成 , 立 ， 
mz i dy y: = zz Hk’ Cr l)Cr —1) 
=(1+ k2)z zç — Ë (z T xz,) +Ë 
a kt —a b _ 
b: + a° k" b + a° F° 

_ (ak thb k a 6 

b: + a° b° 

由 题 意 得 (@2 — at ki — at <0 s kC R Jë m +. 
(5 a —a +H o> 时 ,不 合 题 意 # 


1 十 V5 
9 s 


故 T] Fr = 


=(1+#*) 





@)3š a — ath +b =0 时 1a 二 





@3# aab + 0 时 ， 
a — a (at —1)+(at—1)<0,at —3a +12>0, 


解 得 > <e), 
Bp Lbs, 因此 a> +É, 


综合 ( | )Cii),a nEn a (LES, +o). 





@ LENN LALN SONERA n KAN S. Xi T. = 


,其 中 n=]1,2 , "`. 3K lim Tp. 
【 解 】 4 qg=1 H, S Sn S mnt], 








s: “lim T, = 


"TI 
+1 
当 g 关 1 时 ，,S， peT Spi = = 
rE E 











“in 了 — lim l 1 


I _ 
Bep 一 ] 一 Q: 
当 9g>1 有 时 ,有 0 一 一 <, im( 一 ) = 


1 7 
—) 一 1 
ep lim T, — mtg) 1 1 
mn = m =o r: —q q 


当 0<q=1 时 ， 
当 q> 1 RJ. 


【 解 后 感言 对 分 类 讨论 的 结果 , 若 能 用 公式 的 形式 予以 概括 表 出 ,给 人 一 种 
清晰 ,简明 的 感觉 - 对 自我 检查 是 和 否 做 到 不 重 不 漏 也 一 目 了 解 . 

4. 根据 函 数 的 某 些 性 质 分 类 讨论 

有 些 数学 问题 涉及 函数 的 单调 性 , 值 域 范 围 等 ,因此 在 解 题 时 ,常常 要 讨论 参数 
的 不 同 取 值 的 情况 . 


87 RRM- + lk x+ kE 2Z) 的 焦点 坐标 


l 
TE i 
q 








【思路 探索 〗 TWB S / 5 @# V R 2 T K 3 NAE, m K $h b t W X MR T 
sin'a 与 cos*a 的 大 小 ,因而 应 对 wa 的 取 值 进行 讨论 . 


【 解 】 “akx 士 于, 根据 正弦 函数 与 余弦 函数 的 性 质 知 ， 
= krt <a<(k+1)z— N sin a> cosa, H cos2a = cosza 一 sinza 一 0， 


此 时 c 一 sinzu 一 cosza 一 一 cos2a, 椭 圆 的 两 个 焦点 坐标 分 别 为 (一 cos2a,0) 和 
— í — cos2a, 0); 


当 Ar 一 二 <a<tr 十 二 时 ,sin a< costa H cos20 一 0, 此 时 = costa — sir a = 


cos2a, i bl 的 两 个 焦点 坐标 分 别 为 (0， cos AIO, — cos2a). 





【 解 后 感言 】 题 设 中 有 a 夫 kx 士 -4 的 限制 ,因为 此 时 方程 中 sint a= costa, Ë 


示 园 的 方程 , 若 对 ea 无 腿 制 , 则 勿 忘 这 一 特殊 情况 的 讨论 . 















© 
5. 根据 图 形 的 位 置 变化 分 类 讨论 
有 时 涉及 图 形 可 能 有 多 种 位 置 的 不 同情 况 , 因 此 需要 进行 分 类 讨论 - 


WD a 是 空间 中 四 条 直线 ,如 果 “ 上 <,61Le,eT4OL4 WAC ) 


AaA5 或 ca 

B.a/#b Bc /d 

C.a,b,c,d 中 至 多 有 一 对 直线 互相 平行 

D. a,b,c,d 任何 两 条 直线 都 不 平行 

【思路 探索 】 这 里 涉及 四 条 直线 ,元 素 较 多 ,关系 复杂 ,可 先 按 某 两 条 直线 的 位 
EXATA XH. 

[ 解 】 (1) 若 ab 相交 , 必 能 确定 一 平面 a; 由 题 设 知 cla,d la W| c/d; 

(2) 若 5, 满足 题 设 的 直线 c, d 位 置 关系 不 定 ,可 能 平行 ,可 能 相交 、 也 可 能 
J il; 

(3) 若 a,b Rh cla,c l 5, 则 < 平行 或 重合 于 a 的 公 垂 线 , 同 理 d 也 平行 
或 重合 于 a,b HAER. c/d. 

综 上 所 述 , 四 线 之 中 必 有 一 对 相互 平行 , 故 选 A. 


WD 已 知 正三 杰 柱 ABC 一 A'B'C’ 的 底面 积 为 ;, 高 为 过 点 C 作 与 三 





柱 的 底面 成 角 的 截面 AMNC(0<a< 互 ), 使 MNVAB, 求 截面 的 面积 ， 
【思路 探索 〗 就 截面 人 MINC 的 边 MN 的 位 置 分 类 讨论 . 






pass 


B 
【 解 】 如 下 图 ,MN 的 位 置 以 A'B’ 为 界 可 分 为 侧面 上 和 上 底面 上 两 种 情况 . 





h 
当 MN 与 A'B' 重 合 时 ,可 求 得 a==arctan 
JB: 


(1) 当 0< Carn EN Suec = ogg’ 
3s 











2 
(2) 当 arctan í _V3h cosa 


3sin a ` 


<a< 了 时 , 可 求 得 Sase 
VV3s 
小 结 ”以 上 所 述 的 几 个 方面 既是 引起 分 类 讨论 的 原因 ,同时 也 是 我 们 进行 分 类 
讨论 的 方法 和 策略 , 现 就 有 关 的 几 个 问题 概括 和 归纳 如 下 : 
中 确定 讨论 的 对 象 和 讨论 的 范围 (全 域 ); 
四 确定 分 类 的 标准 ,进行 合理 的 分 类 ， 
串 逐 步 讨 论 ( 必 要 时 还 得 进行 多 级 分 类 ); 
中 总 第 概括 ,得 出 结论 . 
(2) 分 类 的 常用 方法 和 策略 : 
中 概 念 和 性 质 是 分 类 的 依据 ; 
回 按 区 域 ( 定 义 域 或 值 域 ) 进 行 分 类 是 基本 方法 ; 
加 不 定 因 素 (条件 或 结论 的 不 唯一 ,数值 大 小 的 不 确定 ,图形 
位 置 的 不 确定 ) 是 分 类 的 突破 口 ; 
曲 二 分 法 是 分 类 讨论 的 利器 ; 
加 层次 分 明 是 分 类 讨论 的 基本 要 求 . 
(3) 合 理 分 类 的 三 条 标准 : 
上 下 机 LAB 








@ 在 同一 次 讨论 中 只 能 按 所 确定 的 一 个 标准 进行 ，; 
加 对 多 级 讨论 ,应 逐 级 进行 ,不 能 越级 . 


实战 秘 修 七 


. 2007 年 海南 .宁夏 卷 . 理 22C( 选 修 4 一 5; 不 等 式 选 讲 ) 
RAM f/(z)=|2=+1|—|z—4]. 
(1) 解 不 等 式 /(z)>2; 
(2) 求 函数 y= f(z) 的 最 小 值 . 


2. 解 不 等 式 V7 一 1>2 一 z. 

3. 设 ER, 求 关于 d RER px? + pz 1— + P> 的 解 集 

4. 解 关于 工 的 方程 VE 一 5 一 z 一 4 

. (2008 年 北京 高 考 理 ，T18) 已 知 函 数 /(x) 一 一刀, 求 导 函 数 f (x), 并 确定 


(== 15 
f (x) BJ 53 18 P< [g]. 
, 已 知 上 ER, 求 方程 sin 2== Ecos z Æl 0.z) F 9 W. 
7. 解 关 于 的 方程 sin( 二 一 2zj =b| 1+cos(2z-+ 2 ) j 
. I a C RRAN 


y= (a+ 1)°sin'z+áa sin zcos =+ (a—1)°cos° = 


的 值 域 . 


Eo 





gn 


Q 


OC 





11. 


12. 


19. 
20. 


21. 


Pp om em a he a ee ep ra a A 
Jpn D MI I gE e => hee LI L D T, A a mA 
ely E A TA lai Fama r e ee le T a 

Joan, 


i 





| 9. 求 y=sin 十 2 asin x 十 1 的 最 小 值 gla). 
10. 


已 知 集 合 4 一 {zl10 十 3z 一 并 之 0 ,B= 二 {rm 十 1 过 7 之 2m 一 1). 当 实 数 普 取 何 


tiit A NB=Ø. 
已 知 线段 AB 在 平面 a W, AC l a, BD | AB 上 且 与 a 成 30 f. X AB=a, AC= 
BD=b.k C. D 两 点 间 的 距离 . 


在 枯 加 芋 十 六 一 1 上 求 一 点 了, 使 到 椭圆 短 轴 端 点 BC0, 一 b) 的 距离 最 大 ,并 
求 此 距离 . 


. 已 知 二 次 方程 az 十 2(2a 一 1)zx 十 4a 一 /二 0 中 的 a 为 正 整数 , 问 a 取 何 值 时 此 


方程 至 少 有 一 个 整数 根 ? 


. 若 函 数 F(z) 一 (mn 一 2)z2 一 4mz 十 (2m 一 6) 的 图 象 与 工 轴 有 两 个 交点 RED 


有 一 个 在 x 轴 的 负 半 轴 上 ,求实 数 m 的 取 值 范围 


. 当 贡 取 什么 实数 值 时 ,不 等 式 mz 十 mz 十 2 之 0 对 于 一 切实 数 工 成 立 . 
, 设 a 之 0,4 关 1,1>0, 比 较 十 logst 与 log, 与 的 大 小 ,并 证 明 你 的 结论 ， 
it y=logi [ax +2(ab)' —P* +1](a2>0,b>0)., R Ë y 为 负 值 的 xz 的 取 值 


范围 ， 


. (2008 年 江苏 高 者 。T22) 已 知 函数 户 (z) 一 3 Pi, f, (z)=2 * 3 Pi (z€ R, 


P, , P, 为 常数 ) ,函数 f(z) 定 义 为 :对 每 个 给 定 的 实数 Ty 

_ filr), fu fs (z), 
ai E Eae I 
(I) f(az)= f, (zr) 对 所 有 实数 工 成 立 的 充分 必要 条 件 ( 用 P, , P; 表示) 


(Il ) 设 人 是 两 个 实数 ,满足 ab, H P, , P: C (a.b). 看 fad = Ff RIE: PKI 
数 SOET M Ca ,b) E 0 5 3838 BC M 09 KE 2 ft 392 CA DE Con nA K E 


定义 为 nm). 

Ha> RET r HPE] logar” | 二 |logsz | 十 2. 

(2005 年 湖南 着 ,9)4 位 同学 参加 某 种 形式 的 竞赛 ,竞赛 规则 规定 :每 位 同学 必 
须 从 甲乙 两 道 题 中 任 选 一 题 作答 , 选 甲 题 答对 得 100 分 , 答 错 得 一 100 分 ; 选 乙 
题 答对 得 90 分 , 答 错 得 一 90 分 . 若 4 位 同学 的 总 分 为 0, 则 这 4 位 同学 不 同 得 分 
情况 的 种 数 是 4( ). 

A. 48 B. 36 C. 24 D. 18 

(2005 年 福建 卷 ,9) 从 6 人 中 选 4 人 分 别 到 巴 歼 ,伦敦 悉尼 ,莫斯科 四 个 城市 浏 
览 . 要求 每 个 城市 有 一 人 浏览 ,每 人 只 浏览 一 个 城市 , 且 这 6 人 中 甲乙 两 人 不 
去 巴黎 浏览 . 则 不 同 的 选择 方案 共有 ( j: 

A. 300 种 B. 240 种 C. 144 种 D. 96 种 
















实战 秘 修 七 答案 与 提示 
LRI DG y 一 |2z 十 1| 一 |z 一 4| ,讨论 去 掉 绝对 值 , 得 


1 
— p= jaa 7’ 


»5 3z 一 3, 一 本 <z<4， 


rT+5,z—>4. 
分 段 作 出 函数 y= |2z=z+1| —|z—4| 的 图 象 , 它 与 直线 y 


一 2 的 交点 为 (一 7,2) 和 (二 ,2). 

所 以 | 2 十 1 一 |x 一 4| 宇 2 的 解 集 为 (一 ce， 一 7) 
. | 

Ue os. 

(DAKA y= |2z=+ 1| —|z— 41 BJ B] 3 uj NI, r 

一 方 时 ,y 一 |2z 十 1| 一 |z 一 4| 取 得 最 小 值 一 已 





2. >Ë O} z<2 和 x 之 2 讨论 ,也 可 用 换 元 法 )， 


3. 当 p<0 时 , 解 集 为 (二 23 一 42 pp, OP VSE. tp Ytp), 


当 0<p< 子 时 , 解 集 为 R; 
当 p> 生 时 , 解 集 为 ( — o, 2—43 4p) U (EEIE AR too). 


( 当 p0 时 ,注意 按 A 分 类 ) 

4. 令 F(z)= /z—a,g(z)=z—b,WJ f(x) 是 一 条 开口 了 
向 右 的 抛物 线 的 z 轴 上 方 部 分 ,g(xz) 是 一 条 斜率 为 
1 的 直线 . 利用 函数 图 象 , 则 可 轻易 看 出 解 方 程 f (>) 
一 g&(CZ) 所 需 的 分 类 情况 .这 里 只 给 出 结果 . 


当 b<<a 一 二 时 ,无 解 






当 a— <b<a 时 ,z 一 村 (20 十 1 十 /4b—4a+1). 


w p>a 时 ,z= 二 万 (25 十 1 十 py sy er oq 





5. [RH] S 





2(x—1}—(2xz—b) * 2(x—1) 
(z—1):' 


_ —2zr+2b—2 _ _2[z—(b—1)] 


Tm ——.- H 
— —x 


(z—1)° (z—1)° 
A 三 (z) 一 0, 得 z==b—1. 
当 5 一 1 过 1; 即 56<2 时 ,f(z) 的 变化 情况 如 下 表 : 


en Ce CC 
Aep 


X b—1>1, P b>2 H, f (z) 的 变化 情况 如 下 表 : 

















所 以 , 当 b<2 时 ,函数 f(X) 在 (一 co,5 一 1) 上 单调 递减 ,在 (5 一 1,1) 上 单调 递 
增 , 在 (1, 十 co) 上 单调 递减 . 
当 b> 2 时 ,函数 f(z) 在 (一 co ,1) 上 单调 递减 ,在 (1,6 一 1) 上 单调 递增 ,在 
(5 一 1 ,十 co) 上 单调 递减 . 


Biei u _ 2 
X p—1=1,Bp 6 一 2 H, f(z) =— > 
ft h k F(z) 在 (一 co,1) 上 单调 递减 ,在 (1, 十 cp) 上 单调 递减 ， 


5. 当 k= 0 时 ,x1 =0,z| => 


当 TE aa H] ,z, = 


Ë ko 
s£ — 一 arcsin — ,zs 一 下 一 arcsin 一 一 7 


2 2 


u k<0 sË k>>2 时 ,z 一 六 


原 方程 变形 为 (1 一 人 cos(2z 十 -了 ) =b. 
当 6 一 1 时 , 原 方程 无 解 . 
当 651 时 ,注意 一 1< 了 5<1, 得 结论 : 


1 时 1 b x 


当 b> 二 时 , 原 方程 无 解 

















8. y=2 /2a * 站 


当 22>0 Ff ,a2 +1—2 /2a<y=ca*' + 1+2 /2a; 
当 a0 ffa HIHN Za Syaa + 1—2. /2a; 
当 a=0 hf, y=l, 
9. $ t 二 sinz, 原 题 转化 为 求 y= +2at+ 1 在 [一 1,1j 上 的 最 小 值 , 它 取决 于 对 称 
M= a 在 [一 1,1] 上 的 相对 位 置 关 系 , (参考 例 13) 


2t 2a a< —1 
ee —1=a=1 
2 — za a > 1 
10. % B= 从 时 ,只 要 m+l>2m—1, #4 m—<2; 
m+ 1=<2m—1 m+ 1= 2m—1 
B YI 再 —>4, 
na. iiaa "iara TEN 
.. 35 m<? Ek. m>-4 ANBS Ø. 
11. ` AC, BD 在 a 同 便 时 CD 一 yat tb; 
当 AC,BD 在 a 的 两 侧 时 ,CD= va’ +3Ë 
? 2 
12. 4 p< N, P BRIE VETE, PBI. =, 


当 pc BÍ, A P ERAO, D A PB] oa = 2b. 
13. W a 为 主 元 , 解 得 a 二 1 ffl a=5 时 方程 至 少 有 一 个 整数 根 . 
14. 假设 两 交点 全 不 在 工 轴 的 负 半 轴 上 , 则 由 


A=16m'—4(m—2)(2m—6)>0 
解 得 A= [(m|m23 或 m<—6) ,注意 由 A 解 得 
m< —6 sk m> 1 H m>2 
故 A= (m|1<m=<2 或 2 二 mm 二 3}) 为 所 求 . 
15. DH m=0 时 ,不 等 式 为 绝对 不 等 式 , 对 一 切 z€ R 但 成 立 ， 
回 当 m 关 0 时 , 原 不 等 式 为 一 元 二 次 不 等 式 . 
若 mx 二 0, 则 不 等 式 的 解 不 可 能 是 全 体 实数 ; 
3 m>0, Hl sh —-0<m<8. 
A= m — 8m0 
e 4 SmE 时 ,不 等 式 对 一 切实 数 zx 都 能 成 立 . 


16. 


17. 


18. 


因 >o H Rtt 1> r th = 1 时 取 等 号 . 
J. 3 一 1 hj, > log,t = log, H, 
当 1 t, > Yi, 此 时 


w 0<a<1 时 ,log, IEL logt 


f 十 1、 1 


当 a>1 时 ,log, > > > lgt. 
由 y<0 3, 
Sr 1. To )y*—1J>0 


即 [e Y HLHI 2y +1—/2]1>0 
(gy t120 


1 


两 边 取 对 数 得 
zig 2 > 1g(/2—1) (x) 
当 a2>b2>-0 时 ,lg y >O Dn =]ge (/2—1); 


l+ 
当 b>a>0N,lg <0,r<lgs W2— 1); 


当 a=b>0 时 ,(* ) 式 便 成 立 ,z 为 一 切实 数 . 
由 原 不 等 式 得 |2log。x 十 1| 过 |log。zx | +2. 


中 当 log.z<< 一 本 时 , 原 不 等 式 同 解 于 
—2log,r —1<— log,z + 2 


1 
.. log.z> —3 .. —3<lg <7 


i 1 Í 
“al ne Ls r: 


HE — — > <log,z<0 时 , 原 不 等 式 同 解 于 


2log,x 十 1 二 一 log,z 十 2 





















n log,r <+ BA -5 <log,z <0 


%a>l rE a P 


DH loger 0 时 , 原 不 等 式 同 解 于 


.〖【 解 析 】 (I) 由 f(x) 的 定义 可 知 , f(r) 二 f(z)( 对 所 有 实数 了) 等 价 于 f, (>) 


SADAMA RR r), 
这 又 等 价 于 3 K e 3m, 
gp 31 1 "| <2 对 所 有 实数 工 均 成 立 . ( *) 
易 知 函数 ir 一 Pi | 一 |x 一 Pi |(zER) 的 最 大 值 为 | P, — P, |, # DEAT 
3'f2 P 2, 即 |P; 一 P| 志 log32, 这 就 是 所 求 的 充分 必要 条 忻 ， 

( 开 ) 分 两 种 情形 讨论 ， 

[) š | P, — P, |= log, 2 时 ,由 

Da f(z)= fi (z=) (wF PW 8 k z€ lab], W] H {a fla) 


atb 
z` 








f(a)= fA a< P <b hH P, = 再 由 fi (z) 


3 zP, 
— 的 单调 性 可 知 ， 
3 P zP, 
f(x) 在 区 间 [a,b] 上 的 单调 增 区 间 的 长 度 为 


atb b—a 
z =a 如 图 ， 


Což |P, —P,|>log,2 时 ,不 妨 设 P, <P, A) P, — P, >log 2. 

于 是 , 当 záT=P, 时 ,有 万 (z) 一 31 <3 2 *< f, (r), 

从 而 f(=z=)= f (z). 

当 >P, M. fi (zy—=3* P —3P2 Pr + gP g e 3 Pr = f, (rz) AA. f(x) 

= fx (=). 

当 P <z<P, 时 ,用 (rz) 一 3 A f,G(z)=2 + 32 7. 

d 348 3% P =2 + 32 "0 , 解 得 万 (z) 与 f,Ca) B $ 2 $ 65 3 E AF25 

_ P. +P, 
2 


mam am = = = 二- 天 二 -二 相生 ee i ee mmm Jm sm m= 





b 一 





+— log, 2. (D 


+o 


ZAP, <r =P,——[L(P,— P. )—log,2]< P, ,这 表明 z, £ P, 5 P, 之 间 . 由 


fi (x) , P, = r=. ro 


知 f(z)= 
Ed fs (z) z < ra: Py, 





20. 


L; 


综 上 可 知 , 在 区 间 [a,5bj 上 ， 
| 

f. (z) , z Crb. 
故 直 函数 f(x) 与 f(x) 的 单调 性 可 知 ,f(z) 在 区 间 [a,5] 上 的 单调 增 区 间 的 长 
度 之 和 为 (zo 一 Pi1) 十 (5 一 P;). 
由 于 f(a)= fl, p 3 *=2 - 3 P: ,得 
P, T P. =a tbt log; 2. 全 
故 由 人 O 

b—a 


(£o —P.)-+G@—P,)=b—— [Pi +P: —log:2]= 2 





RACO Ci ) 可 知 ,FCz) 在 区 间 [a, 扑 上 的 单调 增 区 间 的 长 度 之 和 为 “2 


4 位 同学 选 甲 . 乙 题 的 人 数 有 且 只 有 三 种 可 能 : 吕 甲 4 人 , 乙 0 人 ;@@ 甲 2 人 , 乙 2 
人 ;加 甲 0 K .,Z 4 人 .对 于 @ 需 2 人 答对 ,2 人 答 错 , 共 有 Cs 二 6 种 ; 同 理 对 于 3 
亦 有 6 种 ;对 于 @@ 有 C e Cl e Cl 一 24 种 . 故 总 数 为 6 十 6 十 24 一 36 种 .应 选 (B). 
分 三 类 情况 ; 

QD 甲 , 乙 两 人 中 只 有 1 人 被 选中 ,有 Ci + C; * 3 * A; 一 144 种 ; 

名 甲乙 两 人 均 被 选中 ,有 C C; AA, =72 种 ; 

@H . 乙 两 人 均 未 被 选中 ,有 Ci ° A, =24 种 . 

故 共 有 144 十 72 十 24 二 240 种 ,应 选 (B). 











向 量 是 高 中 数学 教材 的 新 增 内 容 , 它 具有 数 与 形 的 双重 性 . 一 方面 向 量具 有 形 
(几何 ) 的 特征 :方向 .位 置 ,长 度 和 夹 角 等 ; 另 一 方面 它 又 具备 了 数 ( 代 数 ) 的 属性 :大 
小 . 正 负 ,可 进行 运算 等 . 以 向 量 为 工具 ;改变 了 传统 的 平面 三 角 、 解 析 几 何 , 立 体 儿 
何等 内 容 的 学 习 体系 ,使 几何 问题 彻底 代数 化 了 ,使 数 形 结合 思想 体现 得 更 加 深刻 ， 
更 加 完善 . 同时 向 量 思想 为 我 们 解决 数学 问题 提供 了 一 种 全 新 的 思维 方式 和 解 题 
途径 . 








一 、 利 用 共 线 向 量 的 完 要 条 件 





定理 ” 向量》 与 非 零 向 量 a 共 线 的 充 要 条 件 是 有 且 只 有 一 个 实数 ,使 得 b 
= 
WD os 车 湖南 高 考 文 T18) 如 右 图 所 示 ,四 梭 PN 
# P — ABCD 的 底面 ABCD 是 边 长 为 1 093836. ZBCD= | 
60, E E. CD 的 中 点 ,PA 底面 ABCD,PA=Y3. 

(1) 证 明 ; 平 面 PBE 平面 PAB; 

(2) 求 二 面 角 A 一 BE 一 P 的 大 小 ， 4 


【规范 解析 】 (1) 8A BE= (0,8,0) 4% PAB 的 一 





Mik ér ER m= (0,1,0), M BE= m 所 以 BE 和 no 共 线 . 从 而 BE | 平面 PAB. 
又 因为 BEC 平面 BEP, 所 以 平面 PBE | 平面 PAB. 
(2) 易 知 PB= (1 ,0,—V3) , BE= [o s o) s 


2 
设 H, = (x, "Vl ;1 ) 是 平面 PBE 的 一 个 法 向 量 ， 
H; . PB=0 
ht 
ni * BE=0 


kas] +ÜX y, — 3, =0 
0X x H, +0X z =ù) 


所 以 yi =, T =432 ， 
ATR n = (y3,0,1), 








而 平面 ABE 的 一 个 法 向 量 是 fs 一 (0,0,1). 


n * Hs 
Æ COSR sA? = ——  — 
f< l: Ini | ° [n] 


故 二 面 角 ai 的 大 小 是 60°. 
z +t2r+3_ 
p2 ERER i 
3 
【 解 】 设 数 轴 上 三 点 M.P.N 的 坐标 分 别 为 i TERHI m=, M 


— — 
MN=AMP (A>1) 

Do x 二 2x 十 3 1 
了 ) 
5(2z: + r+1) 

arro i 


Sr trt j 2zr(52 +1) 
3x45 32 T 5 


二 
2 





=)= 
>0 


w H 
Z 


>r<—> R r>0 


故 原 不 等 式 的 解 集 为 {z|z<< 一 半 或 z>>0) 
【 解 后 感言 】 对 形 如 xz rs 或 可 化 为 此 类 型 的 不 等 式 , 求 解 时 可 现 Tí ss 
r, 为数 输 上 的 三 点 MPN ft t B ó k 3k MNA MP (MN SMP F) @) 4k £ 
£ A2> 1,48 sJ $ 3) 8 + SF X 605 WL E. 
=. AA @) £ 6 * Ñ 2. 
向 量 a 与 b 的 数量 积 a* b 二 1al|b|cos000 为 向 量 a 与 b Hk) 车 4 二 (zxi， 
yi) ,b= (x; , ya), M 


cos0= Ziz: T+ yi Ya 
¿=+ yl A = +y 


AD “ooa saw Toma m. Ras P y 。 
棱 长 为 1 的 正方 体 ABCD 一 ABCD 的 对 角 线 BD, Eit, 
DLE =, 4 ZAPC 为 钝 角 时 , 求 的 取 值 范围 

【解析 】 WATA, ADA DC DD 为 单位 正 交 基底 ,建立 


如 下 图 所 示 的 空间 直角 符 标 系 D 一 zyz, 则 有 AG.0,.0),.BG1,1,0), LZ 
C(0,1,0),D, (0,0,1). 





















4D, B=(1,1,—1)4D, P= D, B= GQ,4, 一 )， 

所 以 PA=PDB +D, A=(—1,—1,0+0(1,0,—1=0—k 141, 
Pern FD OSC r eA: 
星 然 APC 不 是 平角 ,所 以 一 APC 为 钝 角 等 价 于 





一 — PA + PC 
cosZ APC= cost PA , PC>= < 
IPA| .|PC| 


邑 C1 一 A 一 由 十 CC 一 (1 一 0 一， 


=Q 一 D(34 一 DD<0, 得 二 <4<1. 


因此 ,的 取 值 范围 为 (- ,1 ) 


【 解 后 感言 】 此 题 若 用 椭 国 的 定义 ,性 质 做 ,十 分 复杂 .但 从 条 件 APC 为 
钝 角 ” 入 手 , 利 用 向 量 的 数量 积 使 解答 过 程 显得 十 分 简单 . 


QD Pummn2-lGa>6>o 0024038833 A B ERER 
在 一 点 Q ë ZAQB— F , kW BB D 3 e 的 取 值 范围. 


【 解 】 根据 椭圆 的 对 称 性 ,不 妨 设 Q(m yo) (0<y Kb), MQA = (一 a 一 zo， 
OP a ;Yo ) QA y QB= ri 二 Tw a°. 从 而 有 





QA - QB 
AQB = 
cos LAQ? = QA + |QB| | 
xo tya 


= _ 


i 
又 i= -ÉRA RA 


_ 2ab° 
>° J3 la 一 下 ) 
2ab 
0< — = 
x S3 la — H ) _ 


=2a ya —c ae 


> el. 





三 利用 向 量 的 模 


eerie 


Be E Al a,bER: , H a+b=1. WEH: 
arire. 

a b 2 
[证 明 】 构造 向 量 :mm 一 (a 十 二 ,6 十 二 ),n 一 (1,1). 


H imi - |n| 宇 m，n 得 


\/ oa+ 一 TG ° ITE 


>>(a 十 一 ) 。 1 十 (十 一) .1 


l a+b , atb 
sita us = PFP 0 P 
= 
i sP: 
>3+2 /2 .2=5 

b a 


.. (a++) + (++) >>. 


AD ERER lalol <la+b|<lal+ ibl. 
【证 阴 】 ita b Aik a,b. 
`" |a+b| = /Ga+b:= la|’ +2lal||b|cos0+ |b|? 
当 cosb= 王 1 时 , 即 a,5 同 阿 时 ， 
|a+b|... = v altib = lal +ib]; 
当 cos8 二 一 1 时 , 即 a;b 反 向 时 ， 
|a+b|.. = Velal—1b|l) =|lal—1b|l, 
故 |lal 一 ib|| 寺 lat+bl 志 lal 十 161. 
等 号 成 立 的 条 件 :a,b 有 一 为 0 或 a,b 同 ( 反 ) 问 . 
[ 解 后 感言 】 此 不 等 式 对 于 a,6b 是 向 量 、 实 数 以 及 复数 均 成 立 , 这 里 运用 向 量 
模 的 有 关 概 念 进行 证 明 最 为 巧妙 


QD 第 五 届 美 国 数学 奥林匹克 试题 ) 设 一 个 三 直角 的 四 面体 P 一 ABC( 寻 
ZAPB= ZBPC= ZCPA= DHA “楼 长 度 之 和 是 S, 试 求 它 的 极 大 体积 . 


【 解 】 设 PA=a,PB=6b,PC==c, 如 右 下 图 ,由 已 知 得 
一 da +E + vt t+ ve Ta tatbte 

















又 设 m= (a,b),n=(b,c),t= (c,a) B 
m+n+t£—(a+b+c,b+c+a). 

由 | 严 | + n| +-it|Z: ]m+n+t|íŠ 

Va +É + Veet Veta > /2(a+b+ce) 
` H V `4 mnt 同 向 , 即 abc 时 等 号 成 立 . 
"S= /a Ti + VE Td + VC 十 时 十 4 十 5 二 < 





=> /2(a+b+c)+ (a+ b-+-c) 

=(/2+1)(a+b+c) a c 
=>(/2+1) < 3 N, abc A C 
=3(/2+1) - /6V(V=V,Anc) 

,52—7 

“V= S’ 

即 当 a=b=c 时 ,Vs — S, 


四 \、 利 用 向 量 和 要 直 的 充 要 条 件 





定理 若 向 量 a= (Xl syi) „b= (x; » Ya ) ， 刚 | 
a | ba + b= 0( [n] #t zÜ) 
sk a | br a tyy: TOEA). 


AD cunapi app uE]. b tatib AEREN ,a +b 


的 模 取 得 最 小 值 . 
LERI “(a+ Ab) b 
sb. (a+-Àb)=0 





ab 
|b |° 





=a + b+-A|b|2 =0=>A= 
s. [a+b | = /(a+2b)° 

= yR [b| + 2a ° b+ |al: 

其 被 开 方式 为 关于 的 二 次 函数 , 则 当 4 一 二 2 广 ” 时 ,le 十 池 | 取 得 最 小 值 


Kk b | (aa 十) 时 ,|a 十 三 | 取得 最 小 值 . 
【 解 后 感言 】 本 题 从 向 量 的 垂直 条 件 入 手 , 将 向 量 模 转 化 为 关于 A 的 二 次 函数 
关系 ,再 应 用 二 次 函数 最 值 条 件 使 问题 得 证 . 





QD P.Q.M.N PUS tb tE zx 十 上 5 一 1 上 ,F ARE y 轴 正 半 轴 上 的 
EE APESAR MF:SFN3k , RPF 。 ME 一 0, 求 四 边 形 PMQN 面积 5 
的 最 大 值 与 最 小 值 , Ku _ 

【思路 探索 】 把 “ 瑟 并 与 F@ 共 线 ,MFE 与 FN 共 线 ,PF。MF 一 0 转化 为 "了 PPQ 
= 点 共 线 ,M,E,N Z K 3 R PF | MF”. 这 样 一 来 该 题 变 为 一 道 常规 的 关于 解析 
上 几何 最 值 问题 的 题目 ， 需 注 意 的 是 在 解 题 过 程 中 ,应 对 直线 斜率 分 类 讨论 . 

[E] 由 题 意 知 MN 和 PQ 是 椭圆 的 两 条 相交 于 下 (0,1) 的 弦 . 

“pE.ME=0 -. PO MN,.BI PQ | MN. 

由 两 条 芒 中 至 少 有 一 条 存在 斜率 ,不 妨 设 直 线 PQ 的 斜率 为 又 PQ 过 点 (0,1)， 
所 以 lpo : y 一 Az 十 1. 与 椭圆 方程 联 立 ,化 简 得 

(2+ 2 yz j-2Ëzxz—1=0. 

B PCz mm),QCr +yz) > Hl 


_ — ¿k _ _ l 
Trop + 


“| PQI? = (z, — zz )° + (32 — yz )° 
= (x, +z,)°—4ziz;: T (y T+ y ) CO— Ay ye 
x w = kx, +1,y 一 中 +1 





; _ 8(1+ E) 2420k") 
MIPA Tere POT 2H 


i=] k=0 nt, IMN| =2 /2,| PQ] =/2 , W — 
@ 当 好 0 时 ,直线 MN 的 斜率 为 一 到 , 同 理 可 得 


2VZ(1 十 点 ) 


2+% 


MN = 


i Ae) (1+7) 


- I 
CHR’) (2+5) 
4(2 十 好 十 三 
5+2 + 


1 
令 := 已 + 十 (2), 则 soy=2(1—sT)- 


l 1 


: t22 "0< S 9 















Se [2 ,2) 
由 中 、@@ 可 知 se [18 ,21. 
W S. —2.S.. =: 


mi 


五 .利用 向 量 平行 的 充 要 条 件 





定理 若 了 向 量 a= (x, + Yi ),b= (T y 3: ) ; 则 | 
a// br y: — t yı 50. 


ae 已 知 常数 w>0, 间 量 c= 0a) i= (1,0), P E 8 tA EJ l 


BAJ B fk iphu SK A(0,.a), Ll i— 2e 为 方向 向 量 的 直线 相交 于 点 了, 其 中 AER. 试 
问 :是 否 存在 两 个 定点 下 .下 ,使 得 | PE| 十 | PF | 为 定 值 . ETE RHE EF 的 坐标 ; 
车 不 存在 ,说 明理 由 . 


【思路 探索 了 先 求 出 已 点 坐标 满足 的 轨迹 方程 ,然后 再 判断 是 否 存 在 两 定点 ， 


使 得 已 点 到 两 定点 的 距离 和 为 定 值 . 








[W] i P(x,y) 

“e= (0,a),íi= (1,0) 

-ect = Ca) i — 2e = (l, — 2a) 

OP/ leti), AP //G— 2w), OP=(x,y), AP=(2,y—a) 
tarais iaga s eaa 

即 Ay 二 axzyy 一 4 二 一 2haxr'; 消 去 参数 和 得 

y(y—a)=—2a 7 





人 一 十 =1 (*) 
因为 a>0, hA 

Ci ) 当 a 一 将 时 ,方程 ( * ) 表 示 贺 ,不 存在 符合 条 件 的 定点 E, F. 

(iD 当 0<a<< 爸 时 ,方程 (* ) 表 示 酉 加 ,焦点 三 ( 了 /本 -o,2)， 


] I 2 
F(a Aa ni ) 为 所 求 的 符合 条 件 的 两 定点 . 










(wD) 


(iD 4 a > Ë N, 3 Ë C x ) A R W Il, fE A E (0 


F(0,5 (a= ) ) 为 所 求 的 符合 条 件 的 两 定点 . 


GD 已 知 常数 >0, 在 矩形 ABCD 中 ,AB= 4, BC 一 4a'O 为 AB 的 中 点 ， 


点 E,F,G 分 别 在 BC,CD,DA Fp, R BE = CP = DA P 38 GE 与 OF 的 交点 


(如 下 图 ) 问 是 否 存在 两 个 定点 ,使 已 到 这 两 点 的 距离 的 和 为 定 值 ? 车 存在 , 求 出 
这 两 点 的 坐标 及 定 值 ; 若 不 存在 ,请 说 明理 由 . 

[ 解 】 建立 直角 坐标 系 ( 如 下 图 ), 先 将 点 A,B,C,D 用 向 量 表示 :OA 一 a 一 
(—2,0),0B=b= (2,0),0C=¢c=(2,4a). 


. BE _ CF _ DG 
BC CD DA —=k(0=<k=1), H| ih BE= BC 得 
e—b=k(c—b) 
—e=b+k(e—b)=(2,0)+-k(0,4a) 
=(2 jak) 
H f= (2—4k,4a),g=(—2,4a—4ah). 
` — —= 一 一 到 
设 所 求 点 P 对 应 的 向 量 为 OP 二 p= 二 Cz,3y), 则 因 OPA OF， 


GWGE, 故 由 上 述 向 量 的 性 质 可 得 





4az—y(2—4k)=0 @ 
pr ,ND GE = (18a da) 
".(z-F2)(8ak—4a)—4(y—4a+4ak)=0 加 


由 名, 仗 消 去 上 ,得 PP 点 坐标 应 满足 方程 
Zara ty 2ayy=0 


a aa 
EARTH T! 
2 
CIOM a B. P SOD. KAERA EEA 
! pal E 
C1) 当 at <À a, 8 P 0 J W MON O A (- ea): 


(/ 工 一 ,a ) 为 符合 题 意 的 两 定点 ,此 时 点 到 它们 的 距离 和 为 定 值 V8， 











(ü) 当 a > B, 8 P 3k E W BL JU A (0,a 一 和 /a 一 方 )、 


(o, a+ fa 1 ) 为 符合 题 意 的 两 定点 ,此 时 P 点 到 它们 的 距离 和 为 定 值 2a. 


[RERA] 此 例 为 一 道 探索 题 ,需要 先 大 胆 猿 测 给 出 答案 ,然后 再 证 明 结 论 ， 
难度 较 大 .但 由 于 题目 中 向 量 间 的 平行 关系 容易 发 现 , 所 以 利用 向 量 平行 的 充 要 条 
件 来 解答 ,思路 清晰 ,过 程 简单 . 


六 、 利 用 向 量 的 身影 公式 





解 题 秘 言 :对 向 量 的 数量 积 公式 a. b 一 |a| * |b| cos(a,b) 进 行 变形 ,可 得 向 量 
的 射影 公式 (向 量 b 在 向 量 a 方向 上 的 射影 ): | b| costa, b) = ST. 不论 是 平面 向 
量 , 还 是 空间 向 量 ,其 射影 都 具有 明显 的 几何 意义 ,向 量 射影 的 利用 ,对 解决 几何 问 
题 提供 了 一 个 方便 实用 的 工具 . 
AD 一 条 直线 夹 在 一 个 直 二 面 角 的 两 个 面 内 , 它 和 两 个 面 所 成 的 角 都 是 


30*, 求 这 条 直线 与 这 个 二 面 角 的 棱 所 成 的 角 . 

【 解 】 如 右 图 ,a -4.8 是 直 二 面 角 . 作 AA' | 1 于 A',BB LI 
+ E, ZABA'= ZBAB =30°, E. A'B’ E h ABZ l EÉ 
射影 . 








AB] =a, Hj A'B = -Ña BB= 1e 





n A'B'= /A'B:— B B: =, 


X AB = |AB|coscAB,A B 


2, 

f f 

sc (AB ABRAB _ 2 N 
|AB| a 2 


(AB,AB )=45°, MAR AB 55346 1 所 成 的 角 为 45"， 
[RERE] 求 直线 与 直线 所 成 的 夹 角 ,可 转化 为 求 与 其 中 一 直线 共 线 的 向 量 
和 该 向 量 在 另 一 直线 上 的 射影 所 成 的 锐角 ， 









p A (2008 年 安徽 高 考 文 。T19) 如 右 图 ,在 四 棱锥 


DOD 一 ABCD 中 ,底面 ABCD 是 边 长 为 1 WÉ, Z ABC = I 


T em mm ama e = sm. ss 2 


F 
= 
# 
"1 






OA | 底面 ABCD,OA=2,M 为 OA WPA. 

(1) 求 异 面 直线 AB 与 MD 所 成 角 的 大 小 ; 

(2) 求 点 B 到 平面 OCD WER. 

【规范 解析 】〗】 OE AP | CD 于 点 P. 如 右 下 图 ,分 别 以 
AB,AP,AO 所 在 直线 为 ，,y,z 轴 建 立 直角 坐标 系 ， BE 


ACO DO B P (0,2,0) ， p(-2 2.0). 





wawam ama SSE Sah man uma wass 


O(0,0,2), M(0,0,1). 
(1) 设 AB # MD 所 成 角 为 0， 
‘AB= (1 0,0), 


— —F. 
z | Í Í 8 = AB MDL = L, =. 


-|AB| ° |MD| 










—— = == = = = = = = = um my: = = — = == = = = = == = == H 
F 
# 


r- 
ri 

I 

. 

i 

i 

L 


AB 与 MD 所 成 角 的 大 小 为 二 
‘Pe V2 === 

(2) `" OP (J, 2): 
al 92 42 

ob=(-2 5—2). 

ng OCD 的 法 向 量 R 一 (x;y,z); 则 
— — 

nH" OP=0,n 四 OD=0., 
J 


zI 2z=0 


得 
vi 


7 3 一 2 一 0 


取 z= 2. RI n(0,4,/2), A B 3] + £ OCD HERA d,M d 为 OB 在 向 量 n 
上 的 投影 的 绝对 值 . 


一 -一 了 
`" OB= (1 0, —2),... | IOB|cos(OB, n) | |OB - n 





= 
1: 


所 以 ,点 B #| + & OCD 的 距离 为 二 











七 .利用 定 比 分 点 的 向 量 公式 
定理 i P(z,y) 分 Pi (zu, n), P (zs ,yy) 两 点 的 线段 所 成 的 比 为 4( 即 PiP= 
APP.) MH 
„=E TAT: 
a i 
_ y tày: 
11 
P; P P, 
i | x j b 
O 


公式 全 称 之 为 线段 定 比 分 点 的 坐标 式 .下 面 来 简要 推导 它 的 癌 量 式 . 

如 上 图 ,在 平面 内 任 取 一 点 O. ROP, —a,OP, =b, N P, P=0P—a, PP, 一 和 一 
OP, {ŁA P, P=2 PP 户 得 OP 一 a 二 4(b 一 OP), 即 

OP= a +7% b @ 

解 题 秘 言 ;公式 回 正 是 线段 定 比 分 点 的 问 量 公式 , 当 a= (z; sy ) , b= (x; + y> ) 
时 ,由 公式 回 可 得 到 公式 中 .利用 公式 加 ,在 解决 一 些 涉及 线段 的 几何 问题 时 ,很 古 
方便 . 


2 
pr (2008 £ + # 2 2 m T22) BIB CEHE SaS 


MA2: D. HERAA Fi (42,0). 

(1) 求 椭圆 C 的 方程 ; 

(2) 当 过 点 P(4,1) 的 动 直线 /与 椭圆 C 相交 于 两 不 同 点 A,B 时 ,在 线段 AB 上 
取 点 Q WE API . IQBI = AQ] - IPB]. EH: 4 Q 总 在 某 定 直线 上 。 

【思路 探索 】 解答 本 题 第 (1) 问 可 直接 根据 已 知 条 件 列 方程 组 求解 ,注意 a 一 
E= 的 使 用 ,第 (2) 问 应 充分 运用 P.A、B,Q 四 点 共 线 这 个 隐 含 件 ， 





— y i O Pan cp. IAP| |AQ| 
H#|API| - |QB| =| AQ] 了 1GB| 过 而 得 到 AP APB,A 


二 AO 言 , 由 此 可 推 知 Q 的 坐标 (zx;y) 满 足 的 直线 方程 , 即 可 获 解 . 


[一 


【规范 解析 】 (1) 由 题 意 : 二 十 









解 得 a° =4, b = 2. 
x z 
所 求 椭 图 方程 为 了 十 :9 二 1 
(2) Q(r,y),A(z yi). Br :Ya): 





— — 
一 和 =” — — |PA| |PB| 
由 题 设 |PA|,|PB|,1AQI ,|QB| 均 不 为 零 , 且 一 = == 
LAQ) 1QB| 
P.,A.Q,.,B 四 点 共 线 ,可 设 PA 二 一 A AQ, 
PB=ABQ(A=0, t1). 
4 一 Mr  _l- Ay 
于 是 T] ES + Y1 E (D 
4 十 Ar _ltày 四 


“e iFa’ 1 十 
HFA, y) B(z y) £ 8 E| C 上 ,将 四 .加 分 别 代入 C 的 方程 工 十 27 
=4, 
整理 得 (zx? 十 2y 一 4)A —4(2z=+y—2)) + 14=0 @ 
(zz 十 2 详 一 4 十 4(2z 十 3 一 2)A 十 14 一 0 @ 
四 一 加 得 8(2z 十 y 一 2)1 一 0. 
SAE, 2x 十 y 一 2 一 0 
即 点 Q(xI,y) 总 在 定 直线 2z 十 y 一 2 一 0 k. 
GD (和 人 4BC,M 分 AC 的 比 为 1: 3,N 分 AB 的 比 为 2 3, BM5CN # 


于 也 点 ,试用 用 与 A 记 作为 一 组 基底 来 表示 向 量 A 瑟 . 
[8] 如 万 图 , 设 N 二 PE,MP=XPB, 则 由 公式 @ 得 





AP=-—1l AN+— AC OD’ 
IFAN Tit 
A wap ss 
es 
-er À sh , 
P= TAMTITX @ 




















= 


10. 


11. 


La 


13. 
14. 


实战 秘 修 作 


. 已 知 点 4A(2, 一 1).B(5,3), 若 直线 1:kx 一 y 十 1 二 0 与 线段 AB 相交 , 求 上 的 取 值 


范围 . 


. W 2 —1 的 左右 焦点 分 别 为 Fi 、F, ,点 为 其 上 一 点 , 当 人 人 Fi PF, 为 钝 角 


时 ,点 P 的 横 坐 标 取 值 范围 是 


. 已 知 a.b 都 是 非 零 向 量 , 且 a 十 34 与 7a 一 5 垂直 ,aa 一 4 与 7a —2b Ae PL R a 与 


b 的 夹 角 . 


, 求 函数 y=sin z+ 2sinzcosr+ 3cos° z 的 最 值 . 
RP WC L OLD 一 1 上 的 任 一 点 , 求 2z 一 3y 的 最 大 值 
. 求 函数 y= wz 十 3 十 “Sasa 

. 已 知 a>b>0,0 关 hx 十 下 ,hE Z E RER < ss < 











asinĝ tb — ai 2 的 解 集 


为 @. 


. 在 三 棱锥 S— ABC 中 ,平面 SAC | 平面 ABC,SA | AC,BC | AC,SA=6,AC= 


V21,BC 二 8, 求 SB 的 长 . 


. 已 知 直线 AB 和 i 所 成 的 角 为 30 ,分 别 过 点 A MA B 作 直 线 的 牌 线 , 垂 足 分 别 


为 A'.B', 设 AB 一 a, 求 A'B’' 的 长 . 
— — 一 一 和 1 
如 图 所 示 ,PQ 过 AOA4B 的 重心 6G,04 二 a,0B 二 b,OP 一 ma,OQ 一 nb, 证 明 : 一 


p Q 


A M B 
如 图 所 示 ,在 楼 长 为 1 的 正方 体 AC 中 ,过 BD 及 B'C' 的 中 





距离 ， 
a° b° į ~ a+b+c __ 
EA a, b.cCe R, WE: ro 《第 二 


届 友 谊 杯 国际 数学 遵 请 赛 试题 )， 
证 明 : lact Sl HEH), 
在 AABC 内 求 一 点 ,使 AP* 十 BP: 十 CP* 的 值 最 小 . 









i as OA Fie DB tes OG 
上 任 一 点 ;证 明 2 E E — z 


15. 车 人 ABC 的 三 边 a .8 成 等 差 数 列 , 且 a 二 5b 二 c,T 为 人 ABC 的 内 心 ,O 是 平面 


16. 已 知 点 A(2, 一 1)、B(5,3), 若 直线 1:&7 一 y 十 1 一 0 与 线段 AB 相交 , 求 上 的 取 值 


范围 . 
= 人 | 


17. WEB: +< PES ` 





+b 

18. BA lal <1, |b| <1 EH: | T; 1<1. 
+ 

19. BA a.b.m€ Nt H a< b, 证明， B 


20. a>b>0, ERS x a aTi T TRK. 


21. EHE crcr, | 2 Sosz — 2483. 


实战 秘 修 八 答案 与 提示 


1.【 解 】 设 /与 线段 AB 的 交点 为 Plz,y). 
当 pO À B] A、 了 重合 时 ,有 一 一 1# 
一 一 > 
u A P REAN, A AB 一 "APG 之 1) 
s (3,4)=A)(=—2,y+1) 
_3+2, _4—A 





“PEI 


4—3 sk — 2 
A Teri k 1 S° 
MO A 





4 2 
À. [8] F, (45,0). F: G/5,0) iË PCr, y), W 了 F, P= 


(z+V5,y) F, P= (z—/5,y). 
-JD +y 
teos / F, PF, = (z+ /5)X(z—5) 0 


V aH Hy N Cx) + y 
na 5+4 a< 
>— S /5<1<4/5 
“Xp (— 55, 5V5). 








3. * (a+ 355) - (7a—5b)=0,(a—4b) + (7a—2b)=0 
..7|a|2+ 1l6a b—15!b|:=0,7|a|*— 30a + b+8|b|?=0 


na. b=- bl RAERA lal? = lb]. 





asb 
la| ` |b| 


ʻa Ej b 的 夹 角 为 60°. 
106 ` 4. 由 原 函 数 得 
y 一 1 十 2cos'au 十 sin2z 一 2 十 (2cos a 一 1) 十 sin2a 
一 2 十 sin2y 十 cos27 
因此 只 须 对 sin2z 十 cos2z 的 最 值 即 可 ， 
设 a= (sin2r,cos2r),b= (1.1), la 5b| 志 la|，18|, 得 
| sin2z 十 cos2z| < sin" 2rz+ cos 2x TESH 
即 | sin2z=+ cos2>| < /2 
故 ya 一 2 十 M2，yun 一 2 一 V2. 


5. 设 m= (2, yl). 因为 2z 一 3y 中 的 2x 可 由 X10 得 到 ,一 3y 可 由 


X( 一 12) 得 到 . 因此 人 设 为 一 问 量 n= (10, —12). 
由 m ° n< |m| * [n| &|m| =1,|n|=2 V61, 得 
2r—3y—7<2 /16>2zr—3y=<7--2 /61 
故 (2z 一 3y)。. 一 7 十 2 w61. 

6. 设 ae=(w>z 十 3, /4—zr),b=(1,1),H a b<lal ° |b| ,得 
wz 二 3 - 1+ /4—x + 1</7 ` /2= /14 
故 y... = V14. 


na—b asin0+b a+b =: k 
f. Bt pasing p'a C ET AA EEA Pi P,P: Ta 分 P,P; 所 成 比 为 A, li] 


asin+b _a—b 
1 = &sin0—b a +b _ (1+sin0) (a —b) 
a+b asing+b (sing—1)(a+)b) 
a—b asin0—b 
sA P AE P Pa 之 间 . 故 命题 获 证 . 
8. 如 图 ,建立 以 A 为 原点 的 空间 直角 坐标 系 , 则 A(0,0,0)， 
B(8, /21,0),S(0,0,6) 
— 
SB= | SB| 


= (0—87 +(0— /21)2 +(6—0¥ =11. 





.COSA b) = => 




















<0 















9. 由 向 量 射影 的 定义 可 得 ,A'B' 的 长 度 就 是 向 量 AB 在 直线 ! 上 射影 的 长 度 , 故 
V3 


AB'|= | IAB|coscAB,D |= la cos30° | =a. 


10. 连 PQ, 连 OG ¥ AB 于 M, 由 线段 定 比 分 点 向 量 公式 得 





OM=- (a+ b. “O06=50M—3(atb) D 
设 PG=1 GQ., Ml 
=> l >*= À aoon Àn 
G= 7p OP HIROT TF w 
HOD, 04 

ml 

ITA 3 

G= 
An t 
TFE 


消去 1 得 二 十 一 一 3. 
11. 以 万 为 坐标 原点 ,建立 空间 直角 坐标 系 D— ryz, Il 
D(0,0,0),B0,1,0), E +1,1),A (1,0,1. 


AMADA =0,0,), BE 0, ,DBC1,1,0). 
设 平面 BEFD 的 法 向 量 为 上 = (ryz) E nl DB,n 1 BË. 则 
n ° DB=x+y=0 y=— T 
l ` pp l ete |e 
取 r=2, Mj] n=(2,—2,1). 
设 向 量 DA 在 法 向 量 n 上 的 射影 长 为 4, 则 d 即 为 点 A' 到 平面 BEFD 的 距离 


— TA, 
od oaa m= PEM 
_l1X2+0XC—2)+1X1| _ 3 _, 

\W25 十 (一 2)2 十 1 3 
12. 构造 回 量 : 


m=— _ 0 < ),n=( /bTc, yeta, atb). 
/b+c yeta ath EN 


由 于 m °` n< [m| ° |n| , WJ 
a + b L C n SOFFA FaF 
a Te 




















a P č _atbte _satbFe 


= Je "=... lal kla Ja 
a bë cz 、C& 十 二 二 ec 
er a 2 ~” 





13, 设 OA= (a,b), O0B= (c,d). 
当 DA, OB 至 少 有 一 个 为 零 向 量 时 ,不 等 式 为 0 二 0, 原 不 等 式 成 立 , 
当 OA , OB 均 不 是 零 向 量 时 , 设 其 来 角 为 a, 则 有 


—¥ — 
0A+*O0OB _ ac+ bd 
cosa = —==— = ———— 


IOA| * IOB| Vate . /2-+d 
° |cosa| =1 
. er E 
BijCac+-bdy2 Sla +P )( c + d°). | 
14. Z CA=a,CB=b,CP= p,WJ AP=p—a,BP=p—b, E: 
AP: +BP +CP=(p—a)} + (p—b)° + p° 
=3p —2lat+t b) * pta +P 


一 3[p 一 村 (十 b) +a +b — a+ b)° 


sss: s= -y (a+b) 时 ,AP + BP: + CP: REME. 


E D 39 AB 的 中 点 , 则 a 二 8 一 2C 万 ,于 是 ch—= cb. 


"C.P .D 二 点 共 线 目 已 点 是 AABC Wy f ls W AP + BP: + CPU J 8 , Bl 
AP: + BP: 十 CP? 取 最 小 值 . 


15. 了 是 人 ABC 的 内 心 … -B5 =75>BD= CD 
“BD = DC, b- BD+c + CD=o. 
>D BD CD a 
Cay E eC E 

一 一 — 
二 
o — rr 一 地- 一 一 和- 
ʻa. (AÖÒ+OD =b - (I0+0B) +c » (ID+ OG) 
一 各 — — 
 Ol(a+b+c)=a + OA-+-b + OB+c + OC 


-> q ° . OA+b ` OB+c OC 
i OI= a 二 bie 





LT. 


18. 


16. 






设 1 与 线段 AB 的 交点 为 P(z,y). LAA BAP EAN k=; A,PP 


不 重合 时 ,有 AB=2 < APEI) 





sekd 4)=AÀA(r—2,y+1) . T 
Ik PCL k S Ayso 


jap. imi 2 
sl; s = — = = —, 
dr 5 i 


其 中 , 当 _ , 即 4 二 1 时 ,点 P,B 重合 . 


. E _ 1 2 一 工 十 1 
设 数 轴 上 三 点 M,P,N 的 坐标 为 zu 一 本 ,zz 一 二 Tv 一 3 显然 ， 


— 
MP 一 X**，PN, 即 


an a sss (3—2 Itl 
z2+z+1 3 x 十 x 十 1 


—=(r—I):=à(r+1)' 


) 


因此 A20. ( 当 %=0, 即 x 二 1 时 ,点 了 与 尽 M ES ERŞAR =” 


不 存在 , 即 z= 一 1 时 ,点 了 与 点 NN 重合 , 原 不 等 式 右边 取 =.) 


atb 
EKER EMF- 1< a 1. 





设 数 轴 上 三 点 M,P,N 的 坐标 分 别 为 zw 二 一 1,zr = h za = 1,88 


MP=àA + PN, 即 


atb 加 _ atb 
J 66 l em Ipu 


—>1+a+b--ab=A(1—a—b+ab) 
=(1+a)(1+b)=A(1—a)(1—b) 
v lal <1, l| <1 


. (1+-a)(1-+-5) 
""(1—a)(l1— b) 
atb 
+1 
, 1 十 ap _ ato 
a S pu ` 
1+ab 


.| atb 
` 1+ab 





) ， 





=À—0 











|<1. 








19. 








20. 


21. 


因为 对 >0, 设 数 轴 上 三 点 M,P,N 的 坐标 为 zw 一 0,zp =, z = T, Wl 








— — 

MN= A + MP, B} 

atm_, a __,_blatm) 

brm `“ b A a(b+ m) 
mb—a) 

ss ` 

esas geroa 2. 


由 已 知 = Coa 2 >0， ,可 设 数 轴 上 的 三 A M, PN 的 坐标 为 zw 一 0， 








Éb 2 一 MMA. MD 
TP +p SEN ypy M MN À MP, BJ 
a—b_ a° — b = a + b' 
ee ` TEET A (TOE ` (a> b> 0) 
a—b aœ — b 
PET SSE: 


设 数 轴 上 三 点 M, P, N 的 坐标 为 zw 一 0,zr = /3, zw = 一 So, 则 MÑ 


— 
=à * MP. 





. 2 — COST 4 一 CDS 工 
=À si 3 二 4 二 一 一 一 
sinz 3sinz 


2—Zsin(z+-—) 
=, —1=— —— `  hƏ>Ü00=—A21 


V3sinx 


->2 一 cosz>1 = 2 cosz-, A, 
T 122 sinr 








数 与 形 是 数学 中 的 两 个 最 古老 的 ,也 是 最 基本 的 问题 ,它们 在 一定 的 条 件 下 可 
以 相互 转化 . 如 某 些 代数 问题 .三 角 问题 ,往往 潜在 着 几何 背景 ,而 借助 其 背景 图 形 
的 性 质 ,可 使 那些 抽象 的 概念 .复杂 的 数量 关系 几何 直观 ,以 便于 探求 解 题 思路 或 找 
到 问题 的 结论 . 数 形 结合 ,不 仅 是 一 种 重要 的 解 题 方 法 ,而 且 也 是 一 种 重要 的 思维 方 
法 ,因此 它 在 中 学 数学 中 占有 重要 的 地 位 . 为 了 使 读者 更 系统 地 掌握 数 形 结合 的 思 
起, 我们 按照 运用 代数 式 的 几何 意义 构造 几何 图 形 和 借助 函数 的 图 象 构造 图 形 来 进 


ITER. 








一 、 利 用 “两 点 间 的 距离 


Paaa a n 


BL: 已 A a,b,c, d 都 是 正 数 ,证 明 ，; 


JEFE + SJEF /G+e +(btd). 

[思路 探索 】 联想 两 点 间 的 更 离 公 式 , 待 证 式 可 视 为 两 线段 之 和 不 小 于 第 三 条 
线段 , 若 能 使 三 线段 组 成 三 角形 即 可 . 

【证 明 】 i A 点 坐标 为 (a 十 c,0),B 点 坐标 为 (0,6 十 d),C 点 坐标 为 (ct 

由 |AC| 十 1BC| 实 14B1, 即 得 

Va FE + Vota laty 十 起 十 

当 且 仅 当 A,C,B 三 点 共 线 , 即 广 一 可 时 等 号 成 立 ， 


IRERE] 如 何 选 择 点 的 坐标 ,使 之 满足 题 设 和 待 证 式 的 要 求 ,通常 要 经 过 
— # É X. 
EB kaw o= /F=sm- srl /z— r 08 AB. 
【思路 探索 〗 将 函数 式 变形 ,得 
KD= S (z—3yt— V1) +(z—0) 
EA DRE“ M pA y 一 z2 EW AK PaA K AG3.2),B(0,1) 8 8 Z # 
何 处 取得 最 大 值 ”. 

















如 图 ,由 
||PA|—|PB||<1AB| 
知 , 当 忆 在 AB 的 延长 线 上 的 Po。 处 时 ,f(zX) 取 最 大 
t |AB|. 

afo D= B0 +21 = /10 

【 解 后 感言 】 ArH aa aT ) 构 成 抛物 线 y 一 三 ,这 种 参数 方程 的 思想 在 
数 形 结合 中 经 常用 到 ， 


二 、 利 用 “点 到 直线 的 距离 ” 











SA: # zyER, 量 满足 

ay—br=e y (r— a) +(y—b)*'(a,b,c€ R) 

EH: arty , =a +b. 

【思路 探索 〗 由 已 知 条 件 中 的 V(r 一 a)* 十 (y 一 5)* 容易 联想 构造 点 
[ur BB] 如 图 , 设 Alab), Biz, y) O 为 原点 , 作 OH | J 


AB F H. WE uOw 坐标 系 中 ,直线 AB 的 方程 为 
(pb 一 yu 一 (a 一 ZT)v 十 ay 一 br 二 0 ẸKA OS AB 的 距离 和 B 





,. (ay 一 bz) _ 0 H 
[OH] (b— y) + (a — r) 
得 (ay—bz):= |OH|°* - [(z—a)° + (y—Bb)° J 


与 条 件 等 式 比 较 , 则 有 |OH|?=c. 

显然 |OH!: 志 10B|* ,|OHE =< IOA|° 

=Z +y sat +Ë. 

【 解 后 感言 】 这 里 探求 出 |c| 的 几何 意义 是 口 到 直线 AB 的 距离 后 使 待 证 式 轻 
而 易 举 地 获 证 . 
HE EAk u= |22 4 一 (一 2)2 +7| 6 8 Ë. 


y= /4— (—2)° 
消 元 整理 得 (x 一 2)? 十 y= 二 4(y 衬 0) 


则 w=|2z 一 2y 二 7| 一 VAFO . aT 








[R] 令 





VF 十 (一 2) 








其 中 EL E t MN. es 


1:2z 一 2 十 ?一 0 的 距离 . 
如 图 所 示 , 从 圆心 A 作 AC1LL 于 C 交 半圆 于 E,BD1 F D, 依 平面 几何 知识 知 





CEI 二 jz 二 22 十 IBD] 


SEH 
CE| 一 |ACI 一 2= 一 一 一 2 
` |CE| =l ACI T 

|IBD| => 

T 


n AZ FOY |CE| <u< V7 +2 |BD| 
1 一 4V2 委 uv 委 15 


故 usa = 11—4 2 u, Í 15 
【 解 后 感言 】 应 注意 理解 和 掌握 这 里 并 的 几何 意义 和 探求 的 方法 . 


三 .利用 “平行 线 间 的 距离 ” 


—— 


f Puas, y€R,B at2bpl4-0,z+2y=l. 


证 明 :(a 十 z)2 + (b+ y): 之 5， 

GEMI 待 证 式 的 左边 可 视 为 点 (et 与 (一 工 , y) 间 的 距离 ,已 知 条 件 说 明 
点 (ab 在 直线 :zx 十 2y 十 4 二 0 上 ,点 (一 zf, 一 y) 在 直线 
l :z+2y—1=0 E, R# h / L. 

显然 ,平行 直线 上 任意 两 点 间 的 距离 不 小 于 这 两 平行 线 间 的 距离 . 

.. 7 [lae] _ 14 十 1 = 

i A S 

wa 十 工 )2 + (b+-y)' Z°5. 

【 解 后 感言 】 对 形 如 等 式 ab 十 cd 一 &， 可 以 视 为 点 (ayc) 在 直线 Br 十 dy 一 下 上 ， 
或 根据 证 题 需 要 视 为 点 (ad) 在 直线 6r 十 cy 一 上 上 等 . 











@ 已 知 。,8 为 正 锐角 , 且 
3sin a 十 2sin 8=1,3sin2a —2sin28=0. 





eg 、 利 用 “直线 的 方程 ” 











114 HE HH at 28=_ 
【 解 】 将 3sin'a+2sin28—1 变形 ,得 


3sin a 一 cos28 一 0 

又 3sin2a 一 2sin28 一 0 

易 见 点 (sin*aycos2B),(sin2a,2sin2B) 在 直线 3>—y=0 E. 
过 这 两 点 的 直线 方程 为 

y —cos28 _ cos28— 2sin28 


t—sina xwsin°'a— sin2a 


Bl > _ y + cos28 _ _ _ sina 
sima 一 sin2a cos28—2sin28 cos28 一 2sin28 sin*a—.sin2a 


由 于 它 与 3x 一 y==0 表示 同一 直线 的 方程 


: cos28 sina 一。 
` cos28—2sin28 sinza 一 sin2a 


整理 .化 简 ,并 注意 sina 天 0, 得 cos(a 十 28) 一 0， 

“0<ap< 5 ater 

【 解 后 感言 】 利用 同一 直线 的 两 种 不 同 的 表示 形式 来 证 明 有 关 等 式 ,不 失 为 一 
种 有 效 的 方法 . 


` w 
u 





五 、 利 用 “直线 的 斜率 ?” 





@] 已 知 也 +yY 雯 4, 且 z>>0, 证 明 : 


二 4 十 2 v13 v13< 一 2 二 4 一 6. 
3 ztl 


【证 明 】 2T 


y 十 4 二 XT 十 1) (*) 
显然 (* ) 式 为 过 点 P( 一 1, 一 4) ,斜率 为 下 的 直线 方程 . 









又 J +y 4 H z>0 表示 右 半 图 . | 
我 们 来 考查 斜率 上 的 变化 范围 : 





当 直 线 (*% ) 过 点 (0,2) 时 ,有 
k=6 
当 有 有 线 ( x ) 与 半圆 相 切 时 ,原点 到 它 的 距离 等 于 2 ,得 


”一 4 十 2 V13 
ll 3 


,一 4 十 2 /13 -y+4 
机 3 <+ 5. 


【 解 后 感言 】 Wa 44433 b 它 玫 示 过 点 (一 ay 一 中 的 直线 方程 的 针 
六 .利用 “直线 的 截 距 





@ “已 知 -,， 消 足 条 件 后 十 关 <1, 求 ”一 3 的 最 大 值 与 最 小 值 
【思路 探索 】 令 ?一 3z 一 六 则 > 一 3z 十 4 


原 问 题 转化 为 在 害 贺 三 十 尖 一 1 上 找 一 点 ,使 过 该 点 


的 直线 斜率 为 3, 在 y 轴 上 有 最 大 截 距 和 最 小 截 距 . 显然 此 
点 为 平行 直线 系 y 一 3z 十 0 与 椭圆 的 切 点 - 

将 y 一 3z 二 代入 2 十 中 一 1 得 

169x? +96br+ 16 —400=0 

由 A=0,# b= +13. 

故 y 一 3z 的 最 大 值 为 13, 最 小 值 为 一 13. 

【 解 后 感言 】 对 ax 十 by 的 有 关 条 件 求 值 ,我 们 常 可 以 采用 这 种 方法 来 构造 成 
直线 的 截 距 ， 




















AD RER y= V3(zT2)+ V8 一 z 的 值 域 
R] 令 z 十 2 一 如 , 原 函 数 变 为 


y=y3t+ WwW10 一 已 (t 们 0) (*) 
再 引 人 变 量 v, 使 v= 二 y 一 y31, 则 
v= —(/3t-- y D 
M“ V10—F G2>0) @ 
方程 表示 斜率 为 一 J/3 的 直线 ,名 为 四 分 之 一 圆 . 原 问 y 


题 转化 为 直线 过 圆 @@ 上 的 点 REBRE y 的 变化 范围 . 2/10 
如 图 , 显然 当 直 线 @ 过 圆 @@ 上 的 点 (0，Vv10) 时， 
有 Yomin 二 V10. v10 
当 直 线 中 与 半 图 相 切 时 ,其 截 距 最 大 ,此 时 
— 3 = by] _ 
A e 
解 得 > 一 2 V10 
“VI0<y<2 v10. 
【 解 后 感言 】 和 巷 本 例 可 解决 形 如 y 一 vartot wec 十 dr 或 y=ar+ /c+ bzr+ x° 
的 函数 值 域 的 问题 . 


七 、 利 用 + 2 Bl ” 





we W 0<a < u 比较 a» sing, tang 的 大 小 . 





【 解 Sama C Sagor 二 SaarT 


tk 
"e-z Sinay a< tana 


s» Sina a tana. 









PE 已 知 y= sin? Zz 十 2sinzcosz 十 3cos* 文 ,证明 : 


2— /2<y<2+2. 
【证 明 】 “y= (cos*: 工 一 sin’ x) 十 2sinzrcosz-- (2sin: z+ 2cos’ z) 


=cos2z-+-sin2z-+ 2 

今 u= cos2r,u= sin2=r 

W y 一 w 十 z 十 2 

即 w 十 wv 十 (2 一 y) 二 0 © 
M ti (2 


Jehu Ak HR. OA M, Cu, v) EE E WL y E, 即 圆 心 (0,0) 到 直线 的 
距离 不 超过 圆 的 半径 . 


|2— y| < 
即 AS! 


.2 一 2 委 ? 委 2 十 V2. 
[ 解 后 感言 〗 将 题 设 条 件 化 妇 为 一 条 直线 与 单位 圆 的 关系 来 进行 研究 ,是 我 们 
处 理 某 些 问 题 的 常用 手段 . 


AA AAKA HEA 


— n 


QD ea ryzr SAER H 

ri 二 y= de Orr. 

证 明 :zy 一 rz， 

【思路 探索 】 依 题 设 可 用 ryz HAHA RA ,又 依 W 王 一 天 知 ,可 依 前 一 直 
角 边 工 为 瑞 边 ,r 为 一 直角 边 构造 另 一 直角 三 角形 ,然后 进行 适当 的 调整 

LERI 如 右 图 , 作 RAABC {E AB 一 >， 


C 
BC=x,AC=y. 又 作 CD LAB + D, B# CD=r,fk336 É y 
理 , 有 
z = BC: = BD * AB A B 


D š 
=z. Jr 
即 所 构造 出 来 的 图 形 满足 题 设 条 件 . 
依 面积 法 ,显然 有 zy 二 rz 成立. 
【 解 后 感言 】 Ratt 或 / 丈 一 二 利用 义 股 定理 构造 直角 三 角形 比较 直 
观 ,但 所 构造 出 来 的 图 形 一 应 满足 题 设 全 部 条 件 ,二 应 能 解决 待 求解 的 问题 ,这 是 构 
图 的 出 发 点 ， 





















aa 设 f(z)= Etr, B c>0,a>5b>0,MEB:; 
f(ay— fiba b. 
【思路 探索 】 待 证 式 实际 上 为 
ai— / +b <a—b 
故 应 构造 共 直 角 边 c< 的 两 个 Rt 八 , 又 应 将 a 一 b 包括 进去 ,当然 是 直角 梯形 较 合 
Ë. 
【证 明 】 如 右 图 构造 直角 梯形 ABCD ,使 D b C 
AB=a,CD=b,AD=c,#E CHI AB+4+ H ,ë DH, 
BD= ./ c + a°  AC= er =F =DH.,BH=ua—b c 
#ABDH 中 ,有 BD— DH< BH 
即 Ve Tat — Ve +b <a—b À s i. 
oo f(a)— f(b)<a—b. 
【 解 后 感言 】 这 里 通过 构造 出 合适 的 图 形 ,将 复杂 的 函数 不 等 式 问题 转化 为 极 
简单 的 平面 几何 问题 , 令 人 拍案 叫绝 ， 


h FH AELA RREH A 








po 已 知 a,b,cCc R, ,证 明 ; 


JE Fo Fab+ Ve Te bc + Ve ta tca V3(atbte). 

【思路 探索 】 ab dab 与 余弦 定理 很 相似 ,变形 得 Va 十 六 十 ab = 
ar 十 一 2abcos120" ,这 样 Va 十 态 十 ab 表 示 为 asb 为 边 , 夹 角 为 120" 的 三 角形 的 
第 三 边 之 长 , 如 右 图 中 的 八 AOB 的 AB. 依 此 , 原 不 等 式 的 左边 为 如 右 图 中 的 人 ABC 
的 周 长 . 

GERI 作 如 图 所 示 的 三 角形 . 

AB= a: +b —2abcos120° 

= ya +6 +ab 

同 理 BC= Vb +c 十 bc 

CA= / +a 十 ca 

在 AAOB 中 , 依 正 弦 定 理 有 


AB o âti bh sb 
= É 四 = ks = 
sin120° sine+sin8 2sin30°cos ° : B 














2. AB=sinl20° ° (a +b) 


即 az 十 及 T> YŠ (+b) 
同 理 V b° + Tib ato 


dE +a Tea 3 eta) 
三 式 相 加 , 原 不 等 式 即 得 证 . 
DD 正 数 z,y,z 满 足 方程 组 


xy (D 

Ty + z = 3 (2) 

z? + zz -+- z = 4° D 
试 求 zy 十 2yz 十 3zxz 的 值 . 


[Wl 将 十 变形 为 ( 万? 】 , 依 余 疙 定理 原 方程 组 可 变形 为 


l T O S; 
天 一 2T。 (752 )cos150 + (£7) 9 
F... pem 
(5) 9 
x 一 2rzcos120" 十 二 4 
如 右 图 构造 AABC, 使 AB=5,AC=4,BC=3, ZAOB 
=150°, Z AOC=120°, Z BOC=90°, M 


AO—z,BO= 万 ?,CO-* 





显然 人 ACB=90" 

IK SAuaoa TLS ae Oe Sae H 

1 l . PE Bu l ¿ b. 
> = ° ¿asi + z=sin120 T ° J ya 


1 
> X<3X4 


— 
== 


化 衔 即 得 zy 十 2yz 十 3zz 一 24V3. 
【 解 后 感言 】 从 以 上 两 例 我 们 不 难 掌握 运用 正 余弦 定理 构图 来 解 有 关闭 题 的 
一 般 方 法 , 亦 可 看 到 这 种 方法 应 用 的 广泛 性 和 灵活 性 . 












十 .利用 二 次 曲线 的 定义 








D are 


V r — 103r +80 + / rt +10/3z+80=20 
【 解 】 将 方程 变形 为 


AW(z 一 5wWV3)2 十 5 十 W(z 十 5V3) 十 5 一 20 
S y 二 5, 则 原 方程 转化 为 方程 组 
i (z—5/3): +y + / (z +5/3* ty =20 Q 
由 D 
此 时 方程 四 表示 动 点 (z,y) 到 两 定点 (5V3,0),( 一 5V3,0) 的 距离 之 和 为 稼 数 
20, 显 然 由 二 次 曲线 的 定义 知 , 它 表示 椭圆 , 且 a 一 10,6 一 5,c 一 5Y3, 其 标准 方程 为 


方程 加 表示 两 条 直线 , 它 与 余 的 交点 的 横 坐 标 就 是 原 方程 的 解 ,将 回 代 和 人 四 得 
z=+4.5 
为 原 方程 的 解 . 


【 解 后 感言 】 对 /(z—a) b+ /CGz+a) b= k # 65 X FE 2 # W *J J| — < 
曲线 的 定义 来 求解 . 5 5 À = OH K B] R“ H” NAMAA, a —” A tb 8 88 , +T 
双 曲 线 型 要 特别 注意 原 方 程 的 定义 域 , 否 则 容易 出 错 . 


GD &AABC H, BC i Mz, H.I BC] —a,sinC—sinB=-sinA. RMA A 
的 轨迹 方程 . 

【 解 】 依 正弦 定理 ,由 sinC 一 sinB 一 二 sinA, 可 得 < 一 5 一 可 4 

以 BC 边 所 在 直线 为 x 轴 , BC 中 点 O 为 坐标 原点 建立 直角 坐标 系 , 依 双 曲 线 的 
定义 知 ,A 点 的 轨迹 是 以 B( 一 ,0),C( 儿 ,0) 为 焦点 ,焦距 为 a, 实 轴 长 为 , 虚 轴 





长 为 "3a 的 双 曲 线 的 右 半 支 ,除去 顶点 (了 4 ,0) ,其 轨迹 方程 为 


E. E a 

a 3a? 1 (=> 4 A 

16 16 

[BERE] 在 这 里 应 注意 八 ABC Pi Ka, b 5 3 b S P R 3ka,bc 不 要 
混淆 . 另外 ,对 实际 问题 要 依 其 实际 意义 保证 轨迹 方程 的 纯粹 性 和 完备 性 . 








十 一 、 利 用 函数 的 图 象 


i (2008 年 上 海 高 考 理 。T11) 方 程 z* 十 27 一 1 一 0 的 解 可 视 为 函数 > 一 
z 十 V2 的 图 象 与 函数 > 一 一 的 图 象 交点 的 模 坐标 . 若 方程 z' 二 ar 一 4 一 0 的 各 个 实 根 


14) 所 对 应 的 点 (zis 记 (i 一 1,2， 
… ,和 ) 均 在 直线 y= z 的 同 侧 , 则 实数 a 的 取 值 范围 是 


LEH] 方程 天 十 az 一 4 一 0 的 各 个 实 根 可 视 为 





函数 y= x -+a 的 图 象 与 函数 y 一 全 的 图 象 交 点 的 横 


HARA- 32 3 & Ñ AERAR y=r y= y= 





+a 6 E Š. B|. A(2,2);B( 一 2, 一 2), 当 y==z' +a 
的 图 人 象 经 过 B.A 时 ,a 分别 等 于 6、 一 6, 由 图 象 上 ,下 平移 的 知识 可 知 , 交 点 均 在 直 
线 y= = F|] #j 8 a< — 6 £, n> 6. 

【答案 】 (—co,—6)U(6,+ co) 


WD EFR 2log; (5 一 zlog: 二 >0 


【 解 】 原 不 等 式 等 价 于 log, 二 (5 一 x) 之 log3 二 又 等 价 于 
{ic 
1 l 
gT 
在 同一 坐标 系 中 作 


y=7 5—2) (y>0) 


及 y= 工 (Gy>0) 的 图 象 ,如 图 所 示 , 其 交点 |? 
的 横 坐标 可 由 N p 
二 (5 一 z) 一 二 
解 得 , 即 t= l, r; =+. 
故 原 不 等 式 的 解 集 为 (0,1)U(4,5). 
















MD rer =a 有 两 个 不 相等 的 实数 根 , 求 “ 的 范围 


【 解 了 了 原 方程 的 解 可 视 为 函数 y* 一 z 一 a(y 志 0) 与 函数 y= V 11 一 也 | 的 图 象 交 扩 的 
横 坐 标 . 

而 函数 y= vil 一 x | 的 图 象 是 由 半圆 y — 
1 一 zx (y 实 0) 和 等 轴 双 曲线 x 一 六 二 1(y 之 0) 在 zz 轴 的 上 
半 部 分 的 图 象 构成 . 如 图 知 , 当 0 二 a 二 1 或 4 二 一 V2,4 王 一 
1 时 ,平行 直线 系 y=z—a(y2:0)5j y= V11 一 x | 的 图 象 a 0 A x 
# W T AF092 84. 

Mr, 84 0<a<1 EË a= —/2 ,a= —1 时 , 诛 方 程 有 两 个 不 相等 的 实数 根 . 

【 解 后 感言 】 本 例 若 用 代数 法 解 , 其 讨论 过 程 将 十 分 革 球 . 

用 数 形 钻 合 的 方法 解 函数 ,不 等 式 及 方程 等 问题 时 ,应 用 十 分 广泛 且 非 党 灵活 . 
解 题 时 应 注意 合理 选取 辅助 函数 ,使 函数 的 图 象 易 作 , 变 化 趋势 清晰 . 同时 应 注意 图 
象 的 草图 应 能 真实 地 反映 函数 的 变化 规律 ,以 免 因 图 形 的 粗粮 性 而 产生 错误 . 





十 二 ,利用 线性 规划 


ree ieee re te 








f (2007 年 山东 卷 ) 某 公司 计划 2008 年 在 甲乙 两 个 电视 台 做 总 时 间 不 超 


过 300 分 钟 的 广告 ,广告 总 费用 不 超过 9 万 元 .甲乙 电视 台 的 广告 收费 分 别 为 500 
元 /分 钟 和 200 元 /分 钟 . 假定 甲乙 两 个 电视 台 为 该 公司 所 做 的 每 分 钟 广告 ,能 给 公 
司 带 来 的 收益 分 别 为 0.3 万 元 和 0.2 万 元 . 问 该 公司 如 何 分 配 在 甲乙 两 个 电视 台 
的 广告 时 间 ,才能 使 公司 的 收益 最 大 ,最 大 收益 是 多 少 万 元 ? 
【 解 了 设 公司 在 甲 电视 台 和 乙 电 视 台 做 广告 的 时 间 分 别 为 工分 钟 和 >? 分 钟 ,总 
收益 为 = 元 ,由 题 意 得 
x+ y& 300 
| 200y=-90 000 
r20, y0 
目标 函数 为 z=3 0001 t2 000y 
二 元 一 次 不 等 式 组 等 价 于 
r+ y=:300 
[ree 
z=:0,yZ:0 


r 
Tai E upa E Sa aun 





— 作出 二 元 二 次 不 等 式 组 所 表示 的 平面 区 域 , 即 可 行 域 ,如 图 ， 





作 直 线 1:3 000z 十 2 000y 一 0 

BI 3 并 十 2y 一 0 

平移 直线 1, 从 图 中 可 知 , 当 直 线 1 过 M 点 时 ,目标 函数 取得 最 大 但 . 

r+ y= 300 

am 5z-+-2y= 900 

解 得 x=100,y= 200 

"J AM 的 坐标 为 (100,200) 

zx =3 000z 十 2 000y=700 000( 元 ) 

答 ,该 公司 在 甲 电视 台 做 100 分 钟 广告 ,在 乙 电 视 台 做 200 分 钟 广告 ,公司 的 收 
益 最 大 ,最 大 收益 是 70 万 元 ， 


实战 秘 修 九 
1. R y= /=x=t —10r+29+ Vx 一 6z 十 13 的 最 小 值 ， 


2. 对 于 aC R, AME sa tati- Ja —at 1h A a 8 K IE. 
t= l+ cost, £ 
3. (2008 年 福建 高 考 理 。T14) 若 直线 3z 十 4y 十 mm 一 0 5 HW ( W. 


数 ) 没 有 公共 点 , 则 实数 m 的 取 值 范围 是 | 
4. 已 知 zy 满足 z 一 2y 十 2 二 0, 求 二 元 函数 


f(z,y)= sx Fy +2z—6y+10+ /= Fy 一 4zx 一 18y 十 85 的 最 小 值 . 
5. 已 知 zr,yER, 且 满足 (z 一 3 十 (y 一 3)2 一 6, 求 盖 的 最 值 . 





6. 求 函数 ?一 2 二 2 的 最 值 

















i= J 
7. 证 明 :0<< Ç r < 


8. xz，,yER, 且 满足 关系 式 工 十 y 一 2x 十 4y 二 0, 求 z—2y 的 最 大 值 . 
9. 已 知 O< a, B< x, H. 


cos(a+ JÜ) T sina + sing— 了 =0 
求 a 8 的 值 . 
10. 已 知 关于 0 的 方程 
(1—2m)sin0cos0= (m+ 1)cos*0- m 
11. 设 m,n, p 8 IE 328, H. m° + n — p =0 Rk ME. 
12. Dr a,b,c 为 正 数 , 证 明 ， 
JÆ +E +E +O + /2 +a < /J2(a+b+c). 
13. WEH wr +y + /2zy< e +=: +/2rzz=+ dy TZ JOB yE R... 


14. 解 不 等 式 YW2zx 十 5 之 zx 十 1, 
15. 方程 snz=lgz 实数 解 的 个 数 为 


16. 方程 组 
N +y —y=0 D 
attbrzytzr= 0 四 


怡 有 三 组 相 异 的 实数 解 , 试 求 a,68 间 的 关系 式 . 
17. BA a 关 0,5E[ 一 YJ2 WW2 ]. WEH : 


(a=b) + V3):>8. 

18. E gI A={(z,y)|r=m+2cosa, y=y3sinasa € R} 
B=((z,y)|z=#-+,y=V6r,t€ R). 
+ ANBÆØ, WWR m 的 取 值 范围 . 

19. 设 =r +ar+b, H ISCO 1)<2,2< f(1)<4,3R 2 二 的 到 值 范围 


20. 甲 . 乙 二 人 相约 在 13 至 14 时 在 公园 相 见 , 早 到 者 会 在 等 待 20 分 钟 会 离 去 ,着 
一 人 到 达 的 时 刻 相互 独立 , 且 在 13 至 14 时 的 任何 时 刻 都 等 可 能 , 求 他 们 相 见 
的 概率 . 


21. 已 知人 ABC 的 三 条 边 长 分 别 为 4,5,c, 且 +c<2awa 十 c<26, 求 卫 的 取 值 范围 






实战 秘 修 九 答案 与 提示 
ERARA PaO) x M EBAR OR 也 到 两 定点 A( 一 去 ,次 ),B( 去 , 呈 ) 
的 距离 之 差 的 变化 范围 . 
H|PA—PBI|<|AB|=1 知 原 式 的 值 在 (一 1,1) 内 变化 . 
(EH) 把 圆 的 参数 方程 化 成 普通 方程 为 
(=—1)° + (y+ 2° Sl, 
由 已 知 直线 与 贺 相 离 ，， 
解 得 m—0 或 m>10, 4—0. 0) Ü (10, + co), 
【答案 〗 (—c°.0)U(10,+ eo) 
. H f(z,y)= Gt + (y—3) + JG- FO- AM RERA RH 
线 1: 工 一 29 十 2 一 0 上 的 点 PCzryy) 到 点 A ~ l3) ,B(2,9) 距 离 之 和 的 最 小 值 . Ë 
易 得 F (z,y)= v10. (EA XT 的 对 称 点 A ,| BA | 为 所 求 ) 


$= RARS 已 知 圆 相 切 时 的 斜率 ,得 


.. 


Š 


; 3X1F4XC Tm, 


r> 


CY), 53H22 CO = 3—2 42. 
. y 可 视 为 点 PCcosrysinz) 与 Q(2,2) 两 点 连 线 的 斜率 , 且 P 在 单位 圆 上 ,得 Yma = 
4 二 V7 4 一 V7 
3 F 3 * 


= 


7. & r= cos0(0<0<) ;从 而 yS ,可 视 为 过 点 A( 一 2,0),P(cosbg,sing) 连 


线 的 斜率 ,又 卫 在 半圆 上 , 故 可 得 证 . 


. 条 件 式 变形 为 osacosg 十 (1 一 sina)sing 二 (sina 一 本 ) 一 0. 
令 cosB= r,sing= yK 
fra erta kis 
天 十 并 一 1 


这 


、 lsina 一 了 | 

有 公共 点 ,得 一 一 一 一 一 一 一 一 1 

Bm Fn a 

即 (2sina 一 1)? 过 0, 解 得 a= 同 理 可 得 f=, 








10. 





13. 


11. 


12. 


原 式 变形 为 (m 十 1)cos26 十 (2m 一 1)sin28 十 3m 十 1 三 0. 


A cos20= z, sin20= y, W D tH 
(m+1)r+(2m—1)}y+3m+t1=0 
N +y = 


有 实数 解 条 件 得 一 一 -+l < 


Vnt F Om- D 
ga 1 < <+. 


如 图 构造 直角 梯形 , 易 知 AB<CD, Ë] m+ n< Y2p, 当 且 仅 当 mm 二 n 时 取 等 号 . 


nk, Men -42 
m+n mn 


如 图 所 示 构 图 , 则 

AB= Wa: +Ë ,BC= VB + c: 
CD= / +a AD=(/2(a+b+c) 
依 折线 段 与 直线 段 的 关系 即 得 . 





D 
IK rak E H Ë] . E AABC 内 取 一 点 DO, 使 ~AOB= ZA0OC=135°. Z BOC= 
90". 令 OA 二 rz,0B==y,OC==z, 依 三 角形 两 边 之 和 大 于 第 三 边 即 得 . 


14. 函数 y= /2zT55 y=z+1 的 位 置 关系 如 下 图 所 示 , 不 等 式 的 解 为 一 了 <z<c2. 












15 在 同一 坐标 系 中 作 on R y=lgr 的 图 象 ,因为 3r<10, 如 图 ,两 图 象 有 3 个 
交点 , 故 原 方程 的 实数 解 有 3 个 . 





16. 方程 表示 加 + (y— T) 一 十, 方程 四 表示 两 条 直线 z—0 与 az 十 by 十 1 
= 0. 
z=0 必 与 圆 有 两 个 交点 00,05 A(0.1). 
当 直 线 at 十 by 十 1 一 0 不 过 A 点 且 与 圆 相 切 时 ,有 


b= 了 (a 一 4)(a#0) 


当 直 线 az 十 by 十 1=0 过 A 且 与 圆 相 制 时 ,一 一 1 H a70. 
妈 原 方程 组 恰 有 三 组 实 解 的 条 件 为 


a=0 了 
| oa Pan 
17. 证 点 AG. V2 5 Bha, > ) 间 的 距离 平方 大 于 或 等 于 8. 显然 点 A AN 


zx? 十 二 2(y 之 0) 上 ,点 B 在 双 曲 线 zxy 二 9 上 .两 曲线 的 最 近 点 为 (1,1)(3,3)， 
其 距离 平方 为 8. 
3 


18. 消 参 后 ,集合 A ym CC) D 1,86 B 为 抛物 线 y* 一 6(z 一 襄 ) 
ANB 关 0, 即 两 曲线 有 公共 点 ,将 A 的 参数 式 代入 y 一 6 (z 一 也 ) 中 得 m= 
一 村 (cosz 十 2)? 十 4 
当 cosa— 1 BË ,m— — -7M cosa=—1 Hm=. 
sac [- 12] | 
i pi n 


ILa tbt (ISa tbs 
如 右 图 ,在 直角 坐标 系 aOb 中 , 画 出 矩形 区 域 .将 -2- 


BFL 一 P 





















P( 一 2, 一 1) 连 线 的 斜率 问题 ， pe É I 


20. 设 二 人 到 达 的 时 刻 分 别 为 z,y, 则 z, y 满足 lz 一 |<a 才 


能 相 见 . 如 图 ,以 二 人 到 达 的 时 刻 分 别 作 横 坐 标 和 纵 坐 标 ， 

那么 二 人 到 达 的 时 刻 分 布 在 边 长 为 1 的 正方 形 内 ,而 相 见 

发 后 在 图 中 的 规划 区 域内 . 故 相 见 的 概率 P 为 规划 区 域 部 

9 š 

分 的 面积 与 正方 形 面 积 之 比 . BI P=5 ~ Oy -0 
5 


9” 
21. 由 线性 规划 知识 , 知 ab,c 满足 的 约束 条 件 是 
a<b+ =<2a 
ba c 2b 
c<a+b 
a,b,c>0 


Ap r= ,3 一 一 , 则 上 式 变 为 
1< r+ y=<2 
r<y+1=2=x 
y<z+1 
r, y>Ü 


fin pm bog pu <<. tma (7). 














三 角 恒 等 变换 不 但 在 三 角 函 数 式 的 化 简 , 求 值 和 证 明 三 角 恒等式 中 经 常用 到 ， 
而 且 由 于 通过 三 角 换 元 可 将 某 些 代数 问题 化 归 为 三 角 问 题 ; 立 体 几 何 中 的 诸多 位 置 
关系 以 其 交角 来 刻画 ,最 后 又 以 三 角 问 题 反映 出 来 ;由 于 参数 方程 的 建立 ,又 可 将 解 
析 几 何 中 的 曲线 问题 归结 为 三 角 问 题 . 因此 ,三 角 恒 等 变换 在 整个 高 中 数学 中 涉及 
面 广 , 是 常用 的 解 题 “ 工 具 ”, 而 且 由 于 三 角 公 式 众多 ,方法 灵活 多 变 , 若 能 熟练 地 车 
担 三 角 恒 等 变换 ,不 但 能 增强 对 三 角 公 式 的 记忆 ,加 深 对 诸多 公式 内 在 联系 的 理解 ， 
而 且 对 发 展 学 生 的 逻辑 思维 能 力 , 提 高 数学 知识 的 综合 运用 能 力 都 大 有 神 荃 . 


— to à| t z 











解 题 秘 言 ;切割 化 纺 就 是 把 三 角 函 数 中 的 正切 . 余 切 、 正 制 . 余 割 都 化 为 正弦 
和 余 芯 ,以 有 利于 问题 的 解决 或 发 现 解 题 途径 . 其 实质 是 归 一 "思想 . 


ge (2008 Wiwa . T17) 在 人 ABC th,a.b.c 分 别 为 角 A、B.C 所 
对 的 边 长 ,a 王 2V3， ar 





Ë tan =4,sin Bsin C= cos° 一 ERA, B Kb.c. 








【解析 】 由 a AB nE z 一 生得 cot Gradin 
1 — 
化 简 得 一 上 — 4, 
S11 J R ? 


所 以 sin C=, X CE (0,7). W C 一 亚 或 CeT 
由 sin Bsin C= cos’ 分 得 


ee C= 坟 [1 一 cos(B+ O), 


Ẹ cos(B-0)=1, fU B=C=—,A=x—(B+C =Z. 
HERRE- = 5 = 
A sinB sinC 








asec’ 0— bcos) = 2a 
【 解 】 | 

becos: jf—asecd—=24 
显然 cos0>= 0 
H (D X cos 0+ @) X cos, 19 
2acos 0+ 2bcos0= 0 
El] acosü+-b= 0 


得 at +b = 2at b 
(a° — y =0 


s; a° 一 一 


[RERE] 本 例 是 化 弦 在 解 有 关 问题 时 的 具体 运用 ,其 中 正 割 与 余弦 、 余 草 
与 正弦 之 间 的 倒数 关系 是 化 弦 的 通 径 ， 


A? 已 ME <a <, tana 十 cota 一 一 T 





(1) 求 tana 的 值 ; 


5sin2 和 十 8sin — cos 十 llcos’ 


(2) 求 2 2 


V2sin(a——) 


(TE:tana * cota=1) 


10 


一 8 


£ 


10 _ 
【 解 】 (1) tana 十 cota 一 一 了 ,tana * cota=1 


a 3tan a+ 10tana 十 3 三 Ü 中 


解 得 tana 一 - tana 一 = 3 


A C <, s: kusi 1] < tana—<0, 


ol 
» | lana 3 


> E I 0 同时 满足 asec2z0 一 pcosg 一 2a 和 bcost0—asech= 2b, H. a,b 均 不 
HF , 试 求 a,b 的 关系 . 


的 值 . 











5 sin” -y +8sin > eos le iE 


/2sin(a— T 


5(sin’ zT -y ) H4sina +6 . _— g 


132 sina — cosa 
5 十 4sina 十 3 十 3cosa 一 8 
sina — cosa 
_ 4sina + 3cosa 
sina — cosa 
_ 4tana 十 3 9 
tana— l 4 ` 


ae (2006 年 江苏 高 考 ，Tl4)cot20"cosl10 "十 V3sinl0"tan70 一 2cos40 = 





【规范 解析 】 原 式 一 cos20"cos10" | Y3sinl10 sin70- 








sin20 cos70° G... 
_ sin70° (cos10 十 V3sinl10 a 
cos70 

_ sin70° - sin40” ° 
— noT 2cos40 
cosd40 cos70 一 Sin70 sin40° 

—? 一 

cos/0 
= cosl10 _ 
cos70° ' 
【答案 】 2 
二 、 角 的 拆 变 








解 题 秘 言 :在 三 角 恒 等 变换 中 经 常 需 要 转化 角 的 关系 ,在 解 题 过 程 中 必须 认真 观察 
和 分 析 结 论 中 是 哪个 角 ,条 件 中 有 没有 这 些 角 , 娜 些 角 发 生 了 变化 等 等 . 因此 角 的 拆 变 技 
巧 , 售 角 与 半角 的 相对 性 等 都 十 分 重要 ,应 用 也 相当 广泛 且 非 常 灵活 . 常见 的 拆 变 方法 


有 :a 可 变 为 (a 十 用 一 B;2a 可 变 为 (a 十 用 十 (a 一 用 ;2a 一 8B 可 变 为 (a 一 及 十 aya 可 视 为 -的 
售 和 角 ;(45" 土 a) 可 视 为 (90° 寺 2a) 的 半角 等 等 . 
G (2008 年 江苏 高 考 - T15) 如 图 ,在 平面 直角 坐标 系 roy 中 ,以 oz 轴 为 
始 边 做 两 个 锐角 a,B, 它 们 的 终 边 分 别 与 单位 图 相交 于 A.B 两 点 ,已 知 A,B 的 横 坐 
_ J2 245 
L ir 








(IDR tanla tA HIE: 


(H )3R a 十 28 的 值 . 
_ 2 2V5 

L] H # fF cosa= Tg *cosB— 25 ,因为 aB 为 锐角 ,所 以 sina= 12, sing 
-5, 因此 tana= 7 tang 一 本 

(《T)tan(Ca 十 用 一 一 一 一 3 

a 
CT)tan28=- 一 2tang 一 全 ,所 | 到 
tan28= saa p: 了， 所 以 tan(a 十 2 同一 -en =] 


a, 为 锐角 ， pap "at 2p = SE. 

[REBRE] 本 小 题 考查 三 角 函 数 的 定义 、 两 角 和 的 正切 、 二 倍 角 的 正切 公式 . 
(2007 年 四 川 。 理 =. 

82 高 考 17.x 18) 已 知 cosa 一 小 ,cos(a 一 ) = 14 H 


0<8<—a< T 


(1) 求 tan2a 的 值 ; 
(2) 求 有 


| ， 
【 解 】 (1) 由 cosa=-7 0 <a< +f sina= /1 一 cos a 一 A 人 | 一 (+) = 


Tini ne 2X4Y3 E3 
1 一 tana 1— 1 一 (4V3)z 47 























(2) 由 0<8<a< > ,得 0<a 一 g< 7 ' 


又 costa- p=, A sine—A= VI ola A= /i (18) —3v3 
. cCos(a — 8 Ti a— B cos (a—p T: 


H 8=a— (a—B),#8 cos8— cos[a — (a — B) ]= cosacos(a — B) +-sinasin(a — B) 


=L tiy 33 


14 


1 .A 
a Sr Esa 





wD 设 a 为 第 四 象限 角 ,车 ee 13 yl tanža = 


SIII 





[E] sin3a _ sin(2aTa)’ sin2acosa T coszasina 
sing sin(2a—a) sin2acosa—cos2asina 
— tan2a + tana _ 3—tan°a 13 


 tan2a—tana l+tanřa 5 


sa tant a = 可 


X. `” a 为 第 四 象限 角 .. tana 一 
"tan2eo = 2tana __ 3 


1— tama 4 





【 解 后 感言 】 这 里 将 3a 写成 ata, jk a 写成 2a—a 是 解 题 的 切入 点 ,根据 三 


角 表 达 式 的 结构 特征 ,寻求 它 与 三 角 公 式 间 的 相互 关系 是 解 题 的 关键 . 
B 4: 求 sin(0-F75°) +cos(0+-45°) — /3ceos(0-+-15°) RA. 


L] W 0 十 15 一 c, 则 
sin(0+75°)--cos(0+ 45°) —/3cos(0+15°) 





= sin(a+60°) + cos(a + 30°) —/3cosa 


一 (sinacos60" 十 cosasin60") + (cosacos30° — sinasin30°) —/3cosa 


n+ a+ 


co COSa 一 -y Sina 一 V3cosa 


2> 


=0 


[REBRA] 这 里 选择 一 个 适当 的 角 为 "基本 量 ”, 将 其 余 的 角 变 成 某 特 殊 角 与 


这 个 “基本 量 " 的 和 差 关 系 , 这 也 是 角 的 拆 变 技巧 之 一 ， 






三 “1” 的 代 换 
—"[*".] 

解 题 秘 言 :在 三 角 函 数 中 ,“1? 可 以 变换 为 sin? x cos) r, sed r tarn r,cs@ r— Cot z, 

tanz * cotr,secz * cosr,csczr * sint, tan — AS 55 , ABA 18 ft 8 A PE # E J yb 3 "17 作 


某 种 变形 , 常 能 获得 较 理想 的 解 题 方 法 ， 





. i m _ 2sin"z--1 
WD coos paratz TIOR +E (05) , 则 函数 y 一 一 sn27 
最 小 值 为 . 
_ 2sint z+ 1 _ 3sin"z + cos? 
【规范 解析 】 > 一 sin2r  2sinzcosr 
3tan: zx 十 1] _ 1 D e m 
= 2tanz =L [sunti j> 2V3 
A (^ z€ F) 和 =. tanr> 0) 
【答案 】 3 
”sint z+ cos! =+ sin° TCOS: = 
m REA j = ZT E y EAA, k X ñ T 3 
小 值 . 
(sin? z+ cost r)? 一 sin2zzcost l- sin recos z 
n S e—a = 
EI fo 2— 2sinrcosr 2(1— sinzcosz) 


= = (1+sinzcosr)= — sin2z + = 

所 以 函数 f(z) 的 最 小 正 周期 是 z BKE- MLET 
1— sinf x— cost z 

BP enims 


(sin? r+cos r)? 一 sin 工 一 cos = 


【 解 】 原 式 二 (sinz 工 十 ecOs z)° — sini z=— cos! z 











_ 3sint zcos’ x+ 3sin’ xcos z 
2sinz zcos° + 
_ 3sin? zcos? z(sin x 二 cos z) 
Psin? rcos x 
-3 
2 
[WE RE] “l=sin'z+cos' z” 的 正 用 . 递 用 在 三 角 变 换 中 应 用 十 分 广泛 ,要 
灵活 掌握 . 除 此 以 外 ,还 经 常用 到 ;] 一 tana 。 cotv ,1 一 secza 一 tantay 1 一 cscze 一 cot a 


1 一 tan 了 .灵活 运用 这 些 等 式 ,可 使 许多 三 角 函数 问题 得 到 简化 . 

















D 和 5426! 一 sin2a gp (Ñ. 


— tant cos2a 





1 十 tana ”tan45 十 tana 








【 解 】 1 一 tana 1 一 tan45 tane 
=tan(45°+a)—=5+2./6 

，eos2a sint90 十 20) ë 

° 1—sin2a 1 十 cos(90 "十 2a) 
` 1 一 siInca _ 1 = EE 


` cos2a tan(45 +a) 5 十 2V6 
【 解 后 感言 】 这 里 是 1 二 tan -的 运用 . 若 直接 从 已 知 式 中 求 出 tana, 再 用 万 能 
公式 ,最 然 思 路 很 直观 ,但 却 导 致 较 复 杂 的 运算 . 


四 、 变 通 公式 








解 题 秘 言 :对 于 每 一 个 三 角 公式 ,教材 中 仅 给 出 其 基本 形式 ,但 我 们 若 熟 悉 其 它 
变通 形式 常 可 以 开拓 解 题 思路 . 例如 ,由 sin24 一 2sinacosa 可 变通 为 cosa = Sara 与 


SITT 








ing tana tt , 
— cosa: I tan(a EA) = TF taratag 'Í EN tana tang= tan(a EA (1 + 


tanatanf). 
篇 第 ”在 ABC 中 ,已 知 三 内 角 A、B.C 成 等 差 数 列 , 求 tan 全 十 tan 号 十 





ey > tan 性 的 值 
a ZAA A.B.C 成 等 差 数列 ,有 A+ B+C=—180° 
nA+C=120° -tan 人 一 /5 
由 两 角 和 的 正切 公式 得 





A C 
tan > ttan > 
K Pese n eu 
I— tan ZL tan € 

E 2 


Stan + tan Z =,/3— V3tan tan Ç 


一 tan 分 +tan Ç 证 V3tan Stan == 3 


[RERA] 本 例 是 正切 公式 变形 的 运用 ,在 历年 高 考题 中 , 曾 多 次 出 现 两 角 
和 与 差 的 正切 公式 的 变形 运用 ,读者 要 仔细 体会 . 






HE 已 知 Apa 求 (1 十 tanA)(1 十 tanB8) 的 值 . 


【 解 】 (1 十 tanA)(1 十 tanB) 一 tanA 十 tanB 十 (1 十 tanA . tanB) 
=tan( A+ B) (1— tanAtanB)+ (1+ tanAtanB) 


= tan ri ] —tanÀAtanB) + (1+ tanAtanB) 


= 2 
【 解 后 感言 了 】 若 三 角 函 数 式 中 同时 出 现 tana 十 tan8 5 tanatang, 常 可 用 tana 士 tang 
= tanla +f) (1 F tanatanf). 
EG 证 明 cota — 8cot8a = tana + 2tan2a T 4tan4a.,. 
[ERR] 我 们 知道 cota 一 tana 一 2cot2a 
同 理 cot2a — tan2a = 2cot4a 
cot4a— tanda = 2cot8a 
(D+2xX @ + 4x@#8 
cota — tang —~ 2?tan2a — 4tanta = 8cot8a 
*. cOta — Scota = tana t 2 anadi Atar Atanga. 


【 解 后 感言 】 DAX tan2a 二 的 变通 ， 用 起 来 十 分 方便 . 


3x 人 Srl 
894 证 朋 ， cos ] cos + TT eos 11595 11 11™ 2 
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22 4r 6r o Š in 
sn1T snil sn 1 Ti 

【证 明 】 左边 = .——L 一 一 一 
2 ea in éz 2sin 32 2sin 22 2sin 2 
sin qj “sin jl 11 11 11 


2z int s =: sin sin — 
H. 一旦， l C E aE E S 
2 sin și 2 ~ 3x .dx . 5x 2 


iñ zu sIn 一 
J =e 11 
一 右边 


【 解 后 感言 】 应 用 倍 角 公式 的 变形 公式 来 处 理 三 角 函数 式 的 积 的 问题 常常 是 
一 种 很 巧妙 的 解 题 方 法 . 














£... E 5 $ * 


— n 
解 题 秘 言 :分析 题 目的 结构 ,掌握 结构 的 特点 ,通过 升 短 . 降 次 等 手段 ,为 使 用 公 
起 创造 条 件 ,这 也 是 三 角 变 换 的 重要 技巧 . 利用 余弦 的 信和 角 公 式 可 知 cost -y= 


LT eos sin 全 一 一 22 下, 这 样 可 以 用 售 、 半 角 公式 来 升 矫 ( 从 右 到 左 ) 和 降 次 (从 
EAH). 











B (2008 年 四 川 高 考 文 。T17、 理 。Tl7) 求 函数 y 一 7 一 4sinzcosz 十 


cost zr— 4cost r 的 最 大 值 与 最 小 值 . 


【思路 探索 〗 由 于 题目 中 出 现 四 次 每 , 故 首先 要 降 轿 化 简 , 然 后 配方 转化 为 二 


次 函数 在 闭 区 间 上 的 最 值 问 题 ， 


【规范 解析 】 一 7 一 4sinrceoszr 十 4cos 工 一 4cos r 

一 7 一 2sin2yz 十 4cos (1 一 cos z) 

一 7 一 2sin2z 十 4cos:sin x 

一 7 一 2sin2z 十 si 2z—= (1 —sin2z)°+6. 

HFAA x 一 (a 一 1 六 十 6 在 [一 1,1j 中 的 最 大 值 为 

> ， 一 (一 上 一 1 六 十 6 一 10， 

最 小 值 为 zw 一 (1 一 1 六 十 6 一 6， 

压 当 sin2z 一 一 1] 时 ,y 取得 最 大 值 10; 当 sin2==1 时 ,y 取得 最 小 值 6. 


wD B 4p sin 2a+ sin2acosa —cos2a=1,a6€ (o=) ,来 sina 和 tana 的 值 . 


[f] 由 sin 2a-- sin2acosa — cos2a=1 得 
4sin2zacosza 十 2sinacos a 一 (1 十 cos2a) 一 0 
.4sin2wcosza 十 2sinacos:a 一 2cos:a 一 0 

2. 2cos'a(2sin at sina — 1) 50 

即 2cosřal2sina— 1)(sina +t 1) =0 





"a (0,5) .Cosa 天 0,sInae 天 一 ] 


a 


— 1 一 一 i _1. S 2 = — 
“2sina 一 1 一 0, 即 sing > "a= .. tang 3 


[RERA] 观察 题 设 条 件 和 待 求 的 函数 值 ,会 发 现 题 设 条 件 中 为 倍 和 角 , 而 待 


求 函 数 为 单 角 , 所 以 使 用 半角 公式 升 辕 ,并 通过 因 式 分 解 使 问题 得 以 迅速 解决 





83: sint A+ sin? (120°+A)+ sin? (240°-A)= -Ž sin3A, 





【证 明 】 左边 一 二 (3sinA 一 sin3A) 十 二 [3sin(120" 十 A) 一 sin(360" 十 3A)] 十 


— [3sin(240°+A) 一 sin(720" 十 3A) 


E. [sinA + sin(120° 十 A) 十 sin(240° 十 A)] 一 闻 sin3A 


4 
= 六 | sinA+ (Š cosA—-sinA ) = (Z eosa+ L sina) | -sina4 


[ 解 后 感言 】 根据 三 倍 角 公式 ,有 sinta 一 二 (3sina 一 sin3a),costa 一 - (3cosa 十 cos3a)， 


也 常用 来 降 次 . 有些 数学 题 的 解法 中 经 常用 此 技巧 方法 . 












六 ,引入 辅助 角 


me ri 
et 


REIRA: 当 a,b 均 不 为 零 时 ,利用 asinz + cosx = y'a +b sin (z + o)» 
b 


== t = == 

(其 中 p WMD BAR cosp= ae Sino rE) K fk 3 B t J W Jl 
方法 . 
WD (2008 年 江苏 高 考 。T17) 如 图 , 某 地 有 三 家 工厂 ,分 别 位 于 矩形 ABCD 的 
两 个 顶点 A,B 及 CD 的 中 点 卫 处 ,AB 二 20 km, BC= 10 km, 为 了 处 理 三 家 工厂 的 污水 ， 
现 要 在 该 矩形 ABCD 的 区 域 上 ( 含 边界 ), 且 与 A,B 等 距离 的 一 点 O 〇 处 ,建造 一 个 污水 处 
理 厂 ,并 铺设 三 条 排污 管道 AD0,BO,OP, 设 排污 管道 的 总 长 度 为 y km. 

CT) 按 下 列 要 求 建立 函数 关系 ， , 5 ! 

(Di Z BAO=0(rad) ,将 y 表示 为 8 的 函数 ; 

Di PO= rz(km) ,将 y 表示 为 x 的 函数 . 


( 卫 ) 请 你 选用 ( 工 ) 中 的 一 个 函数 关系 ,确定 污水 
处 理 厂 的 位 置 ,使 铺设 的 排污 管道 的 总 长 度 最 得 ， w! 
[@8] (1 了) 延长 PO 交 AB T Q Á, H # fF 8 
PQ EAFA AB , 若 BAO=.0(rad) , WI o= 29 = -L 
10— 10tang 


POOE 0 p 30 _ 
所 以 y= 二 OA 十 QB 十 OP pe 2 10tan0, 
_ 20—L10sin0 = 

WDR REO y= E +10(0<6<- ) 


DZ OP= x(km) , 则 OQ=10— z, Br A OA=OB= (10 一 z) +10' 








10 
cos g 





, 故 OB= su OP= 


= Vx —20r+200 
FRRALARA y=x+2 /x'—20r+200(0<x=<10) 
, —L10cos0 + cos0— (20 — 10sin0) ( — sin0) 
一 
( 开 ) 选 择 函 数 模 型 山 ,y E 


_ 10(2sin0—1) 
cos” 0 


令 y 一 0 得 sin9= 方 ,因为 0<0<< 持 ,所 以 96== 至 ， 
当 0E [ ,至 ) 时 ,y <0wy 是 9 的 减 函数 ; 当 9E (F JEE >O 是 9 的 增 汪 数 
所 以 当 0 二 下 时 ,ymo 一 10 十 10Y3. 这 时 点 PATRE ABK PERE HER 


AB gs tinii. 








【 解 后 感言 】 = f ji blh n Wait] X 3830 8 5 2] J = J dh 3k f) 


有 界 性 求解. 重点 考查 函数 最 值 的 应 用 . 


称 , 邻 边 互 相 垂 直 的 十 字形 ,其 中 y>=>0. 


篇 牙 ”如 图 ,在 直径 为 1 的 贺 O 中 , 作 一 关于 圆心 对 


( 工 ) 将 十 字形 的 面积 表示 为 8 的 函数 ; 
(H)0 为 何 值 时 ,十 字形 的 面积 最 大 ?最 大 面积 是 多 少 ? 
【 解 】 (I) S 为 十 字形 的 面积 , 依 题 意 有 


= — rt 一 2Sj == r m 
S=—¿2¿ry q? = 2sin0cosÜ0 cos? 0 1 < 人 一 2 上 
(IT) 化 简 S 的 表达 式 

S 一 2singeosg 一 cos 0— sin20— — > cos20— -7 


/5 


l 
= 了 sin(20 9) 一 也 








其 中 g— arccos 2v5 y sin(20@—g)=—1, Bp 20 一 gp 一 时,S RA. 


所 以 , 当 6 一 三 十 arecos 2 时 ,S 最 大 ， 最 大 值 为 二 
[ESE] 在 求 三 角 函 数 的 极 值 时 经 常 通过 引入 辅助 角 后 利用 三 角 画 数 的 


有 界 性 求解 . 





+ ,平方 消 元 





解 题 秘 言 :有 时 将 某 些 式 子平 方 后 再 相 减 (加 ) 可 消去 一 些 项 ,使 所 求 问题 变 得 


更 简单 明了 . 








Bp: 设 a.8B 为 锐角 , 且 


a E on De dodo (< ). 


K a- b#lcos(a+ 8) fJ Ë. 


[W] (Dii a= sina, —cosa) ,b— (—cosp,sinp) R a+ b= (5 2 )8 
sina— cosg= 6 D 


cosa — sin8= _ 2 A 





OD’ 十 @* 得 2—2sin(a+ D) = — 
s _ 2 
“sina te = — 


. 2 
ʻa < b= — sinacos8— cosasin8= —sin(a +B) = — > 


V6 0 


a sina as cosg= 6 
^ sina>sin ( —— B) 
` aB BH 58 ffl 


“o> B Nga > <a+8<x 


“cos(a 十 有 一 一 人 /一 (2) = —*, 


【证 明 】 本 题 中 将 四 与 @ 分 别 平方 后 再 相 加 消去 平方 项 从 而 求 得 sin(a 十 P) 的 
值 . 这 是 解决 此 类 问题 的 常用 方法 ,但 很 多 情况 下 用 平方 消 元 并 不 一 定 很 直观 ,大 多 
数 是 以 隐蔽 的 形式 出 现 的 ,应 注意 发 据 和 利用 . 


HE 已 知 sing, sina, cos 成 等 差 数 列 , sin0, sing, cos 成 等 比 数列 . 证 明 : 


2cos2a= cos28. 
【证 明 】 “sin0,sina,cos0 成 等 差 数 列 
“2sina= sinf t cost 
平方 ,得 
4sinta 一 1 十 2singcosg D 
又 sinf, sing, cosh 成 等 比 数列 
所 以 有 
sin“ B= sin0 * cos0 @ 
Q) — 2X @ 9 
4sinma 一 2sinp 一 1 
即 2(1—cos2a) — (1 — cos28) =1 
** 2cosË2a= coszB. 


【 解 后 感言 】 这 里 是 利用 平方 消去 交叉 项 达到 消 元 目的 ， 











解 题 秘 言 : 跟 代数 恒 等 变换 一 样 ,在 三 角 变 换 中 有 时 适当 地 应 用 “加 一 项 再 减 去 
这 一 项 *，“ 乘 一 项 再 除 以 同一 项 ”的 方法 常 能 使 某 些 问题 巧妙 简捷 地 得 以 解决 . 


D 求 sinlo"sin30"sin50"sin70" 的 值 





ALARA 











[Z] 原 式 一 cos80* 。 一 . cos40° » cos20° 











2 . cos20 « cos40° • cos80° 
= = sind0 cos40 cos80 
= ssin80"cos80° 
= I "一 上 
ET 
【 解 后 感言 】 本 题 巧妙 地 运用 “ 夹 一 项 再 除 以 同一 项 ”的 方法 致使 其 发 生 “ 连 锁 
反应 ”, 迅 速 来 解 . 
BD =". 
sin2x _ 1—+cosz 
(sinr + coszx—1)(sinz— coszrt 1) sinr ` 
(sinz+cosz)° —1 
GEMI 左边 一 (sinr +cosr—1)(sinr—costt 1) 





_ Csinrtcosr+l)Csinrtcosr— 1) 
(sinzr 十 cosz 一 1)(sinz 一 cosz 十 1) 


_ (sinz coszr+1) ，sinz 
(sinz—cosr+1) sinz 


_ (1—cos z) + sinz(1+cosz) 
(sinz=—cosr+ 1)sin= 


_ (1+cosz)(1—cosz-+sinz) 
(sinz— costr t 1)sinz 





“s LT cosz__ tj 


sinr 
【 解 后 感言 】 本 例 中 采用 “加 一 项 再 减 去 这 一 项 " 乘 一 项 再 除 以 同一 项 ”的 广 
法 ,其 技巧 性 较 强 ,其 目的 都 是 为 了 便于 分 解 因 式 进行 约 分 化 简 . 









An 4x 6x s 
wD >K cos + T cos gg T Cos ST t cos 证 一 十 cos — Ë. 
2sin £ (cos 27+ cos t2 + cos $a +cos 了 1 二 cos $2) 
【 解 】 a 


2sin 


a 
11 








[RERE] 这 里 根据 题目 的 特点 ,各 项 来 以 2sin 77% 后 ,再 用 积 化 和 差 公 式 巧 
妙 地 进行 和 列 项 相 消 , 这 些 技巧 均 颇 具 代 表 性 ， 


九 、 设 元 转化 





RERE ; 换 元 法 作为 一 种 数学 思想 ,其 应 用 广泛 ,我 们 第 四 章 已 作 专题 论述 ， 
这 里 仅 就 几 种 带 典 型 性 的 三 角 恒 等 变换 中 的 换 元 予以 训 析 . 


WD (2006 年 江苏 考 ) 如 图 ,ABCD 是 一 块 边 长 为 D R 


100 m 的 正方 形 地 皮 , 其 中 AST 是 一 半径 为 90 m 的 扇形 L 
Q 


小 山 , 其 余部 分 都 是 平地 . 一 开发 商 想 在 平地 上 建 一 个 矩形 
停车 场 ,使 矩形 的 一 个 顶点 P ESTE. HERA CQ .CR 落 





在 正方 形 的 边 BC .CD 上 , 求 矩 形 停 车 场 PQCR 面积 的 最 r MT B 
大 值 和 最 小 值 . 

【 解 】 i; 2ZPAB=a (0 <a<90),#EK RP XAB 于 M, 则 AM=90cosa, MP = 
90sing. 


ë Siac = PQ + PR 
= (100 — 90cosa) (100 — 90sina) 
= 10000 — 9000 (sine + cosa) + 8100sinacosa 


È _. 
令 t= sina + cosa(1<:</2) , Mj sinecosa= 一 

















2 __ 2 
S.I =10000—9000t+8100* = =82 (,— 12) +950 


= :一 本 时 ,Snaa 的 最 小 值 为 950 m ; 

当 1 二 V2 时 ,Spoer 的 最 大 值 为 (14050 一 9000 V2)m. 

【 解 后 感言 】 APA —sina- cosa 得 sinacosa 一 了 是 处 理 sina 士 cosa 5 
sinacosa 这 类 问题 的 常用 技巧 ， 


关于 sinzr.cosr 的 对 称 式 ,如 sinr 十 cosrytanz 十 cotrysin 工 十 cos z,sinz—cosz= 
都 可 以 如 本 例 设 元 表示 ,与 其 相关 的 三 角 函 数 式 以 此 元 的 代数 式 表 出 . 如 令 sinr 十 
1 


Bs 
. m . ! 
cosr=m,W) sinzrcosz= 2 ,(sinz+coszr)° =mË* ,(sixr—coszr)? = 2—m°Ə tanet 








FF. 


coLr = 
m° — l 


( 生 戎 。 如 图 所 示 , 有 一 块 以 点 O 为 圆心 的 半圆 形 空地 ,要 C 
在 这 块 空地 上 划 出 一 个 内 接 和 矩形 ABCD, 辟 为 绿地 ,使 其 一 边 AD 
落 在 圆 的 直径 上 , 另 两 点 B.C 落 在 半圆 的 圆周 上 .已 知 半圆 的 半 0 ^ 
径 长 为 a, 如 何 选 择 关于 点 O 〇 对 称 的 点 A.D 的 位 置 , 可 以 使 矩形 ABCD 的 面积 
最 大 ? 

【 解 】 2 Z AOB=0l AB = asin0,QA=acos0,|)#JE ABCD 的 面积 为 

S= asin ° 2 * acos)—= a° * 2sin0cos0= a * sin20<_a`. 

等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 

sin20 二 1. 

BJ 20—90°, FE 0—45°,S 为 最 大 . 





不 难得 到 ,这 时 OB 两 点 与 A 的 距离 都 是 好 < 





m 化 简 cos: 8+- cos? (a+ B) —2cosacosBcos(a +p). 

[R] 令 += cos°8+ cos? Cat 8) — 2cosacosñcos(a-+ B) 

y= sin? 8+ sin? (a+ B) — 2sinasinB8cos(a + p) 

Wj z+ y=2— 2cos(a + B)cos(a — p) D 
r—y= cos28+- cos2 (a +B) —2cos° (a + p) 

一 cos28 十 2cos:(a 十 月 一 1 一 2cos (a + B) 

—cos2B—1 (2) 









中 十 名 得 
2r=2—2cos(a+ p) cos(a—B) +cos28— 1 

=]— cos2a— cos28-+ cos28 

=1— cos2a= 2sin°a 

"…. 工 一 sinzw, 即 原 式 一 sin a. 

【 解 后 感言 】 根据 题目 的 特点 ,总 体 设 元 ,然后 构造 与 其 相应 的 对 偶 式 ,运用 万 
程 的 思想 来 解决 三 角 恒 等 变 换 , 也 是 常用 的 方法 .本 题 也 可 以 采用 降 次 .和 积 互 化 等 
方法 ， 

目前 高 者 中 , 纯 三 角 秀 数 式 的 化 简 与 证 明 已 不 多 见 , 取 而 代 之 的 题目 经 常 是 化 
简 某 一 三 角 函数 ,并 综合 考查 这 一 函数 的 其 他 性 质 .但 凡是 与 三 角 函数 有 关 的 问题 ， 
都 以 恒 等 变 形 条件 变形 为 解 题 的 基石 ,因此 本 章 内 容 的 重要 性 不 言 而 兽 ， 焉 于 在 三 
角 条 件 恒 等 证 明 中 如 何 用 三 内 角 和 的 性 质 、 正 余弦 定理 进行 边 角 关 系 转换 等 ,我 们 
HEAT. 


实战 秘 修 十 


1. 证 明 ;(1 一 tanza)2 一 (secza 一 2tana)(sec a 十 2tana). 
2. EA sin8 一 msin(2c 十 及 且 m: 1,a2Z£kz+ -y ,a 十 BRr 十 -> k € Z. 


证 明 :tan(a 十 及 二 LE ana. 


3. 已 知 costa +A) = — L (2 +/6),cosa= -7 (6 —2), H. npBE | 0,7 |, cosg 


的 值 . 
4. I cos (— )=— sin (2 —8) =, HB <a<x,0<8<- XK cos(a + B) 


证 明 ， 2cos*r— l cosr—sinr -4tan7 
'1—2sinrcosr cosr+-sinz= 1 一 ta 


1—cot15° 
. 化 简 1+tan15 


7. 证 明 ;(1 十 tana)[1 十 tan(45" 一 a) | 二 2. 
8. 证 明 :tan20* 十 2tan40" 十 4tan10" 一 tan70 . 
9. 化 简 sinz10"* 十 cosz40? 十 sin10"cos40 . 


10. 证 明 :cos: (a+ ) + cos’ (< 一 五 ) -B cospa=1. 




















11. 已 知 sina +-sin8= siny, cosa + cos8= cosy. 3K cos(a 一 及 的 值 ， 


at —1 


12. 已 知 sin09=asing,tan0—btang,0 为 锐角 ,证明 :cosb 一 人 / 777- 





13. 4 sina>=0 时 , 求 和 : 
cosa + cos2a t cosa (n€ N). 


ix 


ox E. 
14. 3R cos j5 t cos 15 一 cos Ts 


0 js 的 值 
15. 在 AABC 中 ,证 明 ， 
sin° B+ sin” C— 2sinBsinCcosA 
= cos: B+ cos C+-2cosAcosBcosC 
一 sin Å. 
16. 者 TE[0,m) R y TT sin eos fB EW. 
17. 不 查 表 求 tan9 十 cot117 一 tan243 一 cot351 的 值 . 


2sinze 十 sin2a ,/x x PSSI 
18. B 2 aaa, (T< <) ,试用 Ë 表示 sina — COSG@ 的 值 . 


19. 证 明 :tan80* 一 tan20" 一 V3 一 V3tan80" 十 tan20”. 
20. ni m 一 一 1, 求 sina 十 sinacosa 十 2 的 值 . 
21. 求 y=5cos2z— 6sin2z=+ 20sinz=— 30cosz=+?7 的 最 大 值 与 最 小 值 . 


实战 秘 修 十 答案 与 提示 


1. 左边 = (ise) = (Se 


cosša cos a 





s a 2 
( cos“ at sin‘ Ce 2 cos: asin S; 
cosa 


_ (cos’ a sina)" 一 4cos asin a _ 1— 4cos asin a 
costa cos a 
= sec 'a— åtan a = (sect a— 2tana) (seč at 2tana) 


=p. 
2. 已 知 条 件 等 式 变 为 sinl let ®— a] =msin[ la+ A) +a]: RA BI. 


3. 先 求 出 sin(a+ B) -VEV i =Y8 2, l cos8= cos[ (a+ 8) —a]=0. 















= “5 
3 ' 





Š 先 求 出 sin(a- A.) = /5,cos( + — 


cos(q + B) = 2cos' x 1 


=e [i 8) - (8-0 


5. 将 1 化 为 sin z+ cos° xz. 
1—tan45 tan75 l 3 
6. 原 式 一 m45 十 tan75” tands F759 i 
7. 左边 一 1 十 tana 十 tan(45" 一 鸭 十 tanatan(45 一 oa) 
一 1 十 tan[a 十 (45" 一 oa)] [1 一 tanatan(45 一 a)] 十 tanatan(45 —a) 
=2. 
8. tan70°— tan20° = còt20° — tan20° = 2cot40° 
又 2(cot40° —tan40°) =2 = 2cot80°= tan10° 


两 端 分 别 相 加 , 移 项 整理 即 得 ， 
9. g = 1 0529 十 -cos + sin10°cos40° 
=1+ -(cos80° —cos20°) + L (sins0”— sin30°) 
a . ( —2)sin50° ° ina0" 十 工 sin50" 一 二 
2 2 4 
_ 1 — L. 
=1 2 sin50° + —sin50°— i 1: 
1+cos[2a+ 2) 1+cos( 2a -2 ) 
10. 左边 = 一 6 一 一 和 一 学 oz 


=1+--|cos(2a+-)+cos(2a -2 ) |Y cos2a 


= 1+5 * 2cosšz2acos Z — YŠ cospa=1. 
11. 将 两 已 知 式 平方 得 sin a+ sin? 8+ 2sinasin8= sin? y, cos a 十 cos’ B+ 2cosacosB= 


cost y, ARINA coste- D=- 


.. Sing 


12. e 3ing 一 tanb 一 btanp 一 308 


cos cosp 


_ pcosbsinp_pcosg , sinf b cosg 
sin0 sinf a a 


‘sin’ gt cos? p= up a 0... 
2 
2 — ain? 2 š =a 1 = a—l 
得 a = sint 0+ b° cos 0> cos 0 co p —] 








13. 





15. 





l4. 


15. 


16. 


Ii: 


2cosasin > 二 2cos2asin += + 2cosnasin _ 


原 式 一 
2sin > 
`“ 2coskasin = =sin Zkt De sin CE De 


令 上 二 1,2,…,n, 诸 式 相 加 得 


原 式 二 | sin Cnt Da- sin = |=2sin a 


a 
7 

A r=sin B+sin? C—2sinBsinCcosA— sin’ A 

y= cos" B+cosC+2cosBeosCcosA— sin A 

则 可 知 z=<+-y=0,z—y=0. “一 0 一 0. 


将 原 式 两 次 化 积 后 得 2sin Z cos — ,再 乘 以 除 以 2cos $ ,最 后 得 原 式 一 也 


A m=sinr t cosz, M 


_  (nf+l)a . na,. 
— cos -—— Sin Ç /sin 


prd mm 一 sinz 十 cosz 一 YZsin(z 十 于 ) , 且 工人 | 0 ,rr) 
".m€ (—12J,—1<+(m—-D<+G—1 
_ | 
故 y€ ( lass í 
原 式 一 tang "一 tan27 一 cot27 + cot9° 
_ (sin9”  cos9 °y /sin27” | cos27° 
本 人 [S P 
1 1 2 2 














_2(sin54 一 sin18 ) _ 4cos36 sin18 
sin54 sin18 sin18 cos36 


= á. 
- > a = + 
2sin a + sin2a _ Žsina(sina + cosa) EE E 
l + tang 1 十 Sna 


COSAY 
= ss sina’> cosa 


-. Sina — cose = vy (sina — cosa)“ = V 1] — 2sinacosa = y 1 — k. 






19. ` tan80° — tan20° = tan(80° —20°) (1+ tan80°tan20°) 
— tan60° (1 + tan80°tan20°) 
一 3(1 十 tan80"tan20 ) 

.tan80? 一 tan20? 一 V3 一 V3tan80 tan20 . 


20. H 已 知 得 tana= +M 


i 3 = 
. ! | sin“ a+ sinacosa 
sinza 十 sinacosa 十 2 =—— T 
sin: a cos’a 


_ tan a 十 tane 
tanřa t1 Te 


13 


ku š 
(> ta 
< 


z +2= 
Cs 


21. 由 已 知 得 
y 一 (9cos: 工 一 12sinzcosr+ sin° z) 十 20slnz 一 30cosr+3 


= (2sinz— 3cosr +5) —22 

=[ VI3sin(z— g) +5] 一 22 
其 中 g=arctan = 
当 sin(z 一 g) 二 1 时 ,ywwr 一 (V13 十 5)* —22=16+10 V13; 
当 sin(r— p) =—1 M} s Yain = (5— V13) —22=16—10 V13. 








不 等 式 是 高 中 数学 的 重要 内 容 , 它 几乎 涉及 整个 高 中 数学 的 各 个 部 分 ,因此 , 通 
过 不 等 式 这 条 纽带 ,可 把 中 学 数学 的 各 部 分 内 容 有 机 地 联系 起 来 . 而 不 等 式 的 证 明 
是 高 中 数学 的 一 个 难点 ;加 之 题 型 广泛 、 方 法 灵活 、 涉 及 面 广 , 第 受 各 类 考试 命题 者 


的 青睐 , 亦 成 为 历届 高 考 中 的 热点 问题 . 望 同 学 们 深思 之 , 细 研 之 ,务求 精 熟 ! 
本 章 通 过 一 些 实例 ,归纳 一 下 不 等 式 证 明 的 常用 方法 和 技巧 . 


一 ,比较 法 











解 题 秘 盲 :证 明 不 等 式 的 比较 法 分 为 作 差 比较 与 作 商 比较 两 类 ,基本 思想 是 把 
难于 比较 的 式 子 变 成 其 差 再 与 0 比较 ,或 其 商 再 与 1 比较 . 当 欲 证 的 不 等 式 两 端 是 
乘积 形式 或 大 指数 形式 时 ,和 常 采用 作 商 比较 法 ， 


go (2008 年 福建 高 考 文 。T20) 已 知 {fa,} 是 正 数组 成 的 数列 ,a, — 1, H 


(Va, aa (n€ N° ERA y= r +l 的 图 象 上 . 

(1) 求 数列 {a,} 的 通 项 公式 ; 

(2) 若 数列 {a NS E b, = lbr =b, + 2°, 

求证 T bato Coit. 

【思路 探索 】 (1) 将 点 (Was ami RA y=x'+1 

得 asti1 二 an 十 1, 即 数列 (a) 为 等 差 数 列 ,从 而 易 求 an 

(2) È 3 —: H b, i — b, +2š 利用 累加 法 求 出 58, ,再 证 明 b, + Brz 一 可 十 1 过 0; 

方法 二 : 作 差 得 6 bu — br tl, h ba =b, + 2: 利用 迭代 法 将 差 的 结果 用 
Dati b, Ü) 表示 ， 

即 得 D“ bn+2 bi <0. 

【规范 解析 】 方法 一 ;:(1) 由 已 知 得 an i —a,+1, 

PP an —a,=1,X a, =1, 

所 以 数列 {a,} 是 以 1 为 首 项 ,公差 为 1 的 等 差 数 列 ， 

故 4, 二 1 十 (nn 一 1)Xl1=nn. 

(2) 由 (1) 知 ;a 二 7 从 而 bnti — b, = 2". 

b= Ob ,) de T (b — b ) +b, 

一 2 十 2 十 … 十 2 十 ] 
上 = 


= —— =?" L], 


1—2 








步骤 . 变形 的 主要 手段 是 通 分 、 因 式 分 解 或 配方 ;用 作 差 比较 法 变形 的 结果 都 应 是 因 
式 之 积 或 完全 平方 式 ,这 样 有 利于 判断 符号 ， 






因为 b, * i Dn ki (rep = 2" =o 
= (23+? — g+ — gr 41) — (2+2 —2 . 2+1 +1) 
=—5 + 2" +4 + 2" 
=—2" <Ü, 
所 以 b, ` barr Sbri 
方法 二 :(]1) 同 方法 一 ， 
(DAA b =1, 
b, " Bar DS pa =(b.,,—2")(b,  +2"'')— bk: 
ot a h —2 l buyi 2" ° pm+1 
一 如 ( 训 一 2o+1) 
一 2 (b, 十 2" — 21) 
= ss N 


w 
re 


=2" (b —2) 

=g" =, 

PRVA b, * bapa Onti. 

REBRE] 用 比较 法 证 明 不 等 式 ,一 般 要 经 历 作 差 (或 作 商 )、 变 形 、 判 断 三 个 





HD (2007 年 上 海 高 考 理 。T13) 设 a,6b 是 非 零 实数 , 若 < 0, 则 下 列 不 等 


式 成 立 的 是 ( ) 
A. a2 <Ë B. ab? <a" b 
1 1 b „a 
C. "W S 335 D. F < b 


【解析 】 高 考 中 解答 这 类 问题 最 好 的 方法 是 取 特殊 值 ,平时 训练 考虑 直接 法 : 
A $. h b= lath la bh AFRE: 
B 4# ab —atb=ab(b—a) AFFAR: 














ab ab 
k = <0 
n T ,符号 不 定 . 
k. < 











二 、 基 本 不 等 式 法 








解 题 秘 盲 :常用 的 基本 不 等 式 有 : 
DE a,b€ R W a + >2ab(`4 HM a=b AARI); 


Dfa 





OH ab AF P +g 225 B X a=b HRES); 


图 车 ao,5ER, 则 一 一 te pey (HHNH a=b ARFS); 


OF a,b,c € R. m ü Fp +c: Z3abc( 4 H. fy 14 a=— ü= e 时 到 等 号 ); 
OF a,b,cC R, „aiea abc; 


@ 均 值 不 等 式 和 一 4 一人 x ü j da "ra, (H: th dl sd" da €E R+ „sne N ° K 
al ta? tta 


EHE sÇ aj + az + e + al= naia: "a, | aag °“ a, & ——, aja; “a, 








n 


w (2008 年 江苏 高 考 。T21 选 做 D) 设 a,b,c HERB RE: Hzr t 





Z +abc>243. 
【规范 解析 】 因为 a,byc 为 正 实数 ,由 平均 不 等 式 可 得 


1 1 1 1 1 1 
š bb c 2 e bp es? 
] ] 1 3 
yi 2 


了 
M A-r Hrs trr tabe> t abc, 


Pata . abc=243, 


1 
所 以 一 L+} += 22 3. 


r] 设 Ti Tz" "Ta 都 是 正 数 ,证 明 : 


s: 十 型 十 - +t 2n uta i i 


le 因为 zi z: ER, 












4i [zi 
一 十 zi 之 =, Ts = Zx 
T? Ta 


HR +a, = =s s=". Zai +zr,Z2=, + L na -— À š; 
T3 Tn Ti 
zi hut += ma 十 (zs Hrt” "十 工 。 Ó+) 


=> 
=>2( >, Ñ+ z 十 … 


g+ + 本 十 LEE Zn tnt Pro; 


【 解 后 感言 ( * AHNE + 38 65 f$ E Ek T 8 38 , k 3 ABR 8 5 UE >= 65 Yr 8. 
巧妙 构 式 以 便 应 用 基本 不 等 式 的 方法 也 是 常用 技巧 .证 明 本 题 时 ,分 段 应 用 了 天 本 
不 等 式 , 然 后 整体 相 加 ( 乘 ) 得 出 i ai 不 等 式 的 基本 技巧 . 


3 车 a>8>0, 证 明 :a 二 ip? 
[ERA] 











二 而 S 1 
£ a>b> 0 * + (1 b> 0, (a 二 


. 1 


3 
>3 ÍGa—b) * b * = =i 


当 且 和 仅 当 b=a—b= zp a=2,b=1 时 等 号 成 立 . 

[BEBE] 为 应 用 基本 不 等 式 回 ,这 里 根据 题目 的 特点 ,将 a 分 折 成 两 个 正 
# a—b 5 b, 恰 到 好 处 . 在 应 用 基本 不 等 式 时 ,一 定 要 注意 所 要 求 的 条 件 . 对 原形 不 
具备 基本 不 等 式 的 条 件 的 ,只 有 作 适 当 的 慑 等 变形 至 符合 条 件 后 方 可 应 用 基本 不 等 
式 , 在 应 用 基本 不 等 式 时 要 注意 去 套 着 公式 用 、 次 着 公式 用 、 逆 着 公式 用 、 变 着 公式 
用 ,逐步 掌握 运用 公式 的 技巧 . 

#2 已 知 mn 是 正 整 数 , 且 1<m<n, WEH .1 二 zm) >an". 


GERI 由 n 元 均值 不 等 式 可 得 


(1 + n)” = (1 Holta) (ln) + 1"。1。1。…。]1 < 
m 16 SF Ai (m—m)+1 


| 到: +n) Tam]. = ¿Lux 


n“ 
[HERE] 此 问题 是 二 项 式 不 等 式 , 经 过 配 将 (一 可 ) 个 1 jg £ ië Jü n Z, 
均值 不 等 式 , 优 化 了 解 题 过 程 . 这 就 说 明 ,学 习 数 学 要 准确 深刻 地 理解 题 意 , 随 机 应 
变 ,而 不 应 将 数学 解 题 模式 化 . 








Z. 、 综合 法 











解 题 秘 言 :利用 题 设 条 件 和 已 知 不 等 式 作 基础 ,再 运用 不 等 式 的 性 质 推导 出 所 
要 证 的 不 等 式 , 这 种 方法 称 为 综合 法 . 综合 法 的 证 题 思路 是 "由 因 导 采 ” 


加 1 l- 4 
PP 已 知 a>b>c, 证 明 : 一 5 十 5 一 二 一 
【证 其】 “abc J.a—b>0,—c>0 


asus 1/ 
Í si fr py 


(a—b)--(b—c) P= (a— c) 
2 4 





=0, 





Mia- bosal 


. l [+A _ 2 
~ (=b = (a—e) ac 


l 1 4 
`" a—b 人 





1 | j| | 4 
ea — 
py b— — 9. 


【 解 后 感言 ] 这 里 根据 待 证 式 的 结构 特点 发 现 ,将 前 两 式 的 分 母 做 和 以 抵消 


是 解 题 的 切入 点 ,再 根据 公式 ab (Sy: 即 可 得 证 ， 








WD 设 a.4 是 不 等 的 两 正 数 , 且 ap =a P. 


证 明 :1<a 二 6< 全 


【证 明 】 “at bi = a: — Ë 

“Cao jdab+-b2)= (a—b)(a+b) 

刚 a Habt =a+ b(az=b) ( * ) 
MCa +b >a tabt =a+b (ab>0) 

satb >o ¿.a+b>1 

V a +H >2ab> (a+ b)° > ab 


2 
"(a+b =a T 2ab+ 二 bab<a 二 十 全 


(a 二 a +< 


.. 1<a+b<—-. 


RERE] 用 综合 法 证 明 不 等 式 , 要 掌握 拆 项 ,配方 等 技巧 ,还 要 “由 因 导 
果 ”, 揭 示 条 件 与 结论 之 间 的 因果 关系 及 不 等 式 两 端的 差异 与 联系 








si 
eet tid ee 


解 题 秘 言 : 从 待 证 的 不 等 式 出 发 ,逐步 分 析 使 这 个 不 等 式 成 立 的 条 件 ,直到 这 个 
条 件 是 可 以 证 明 或 已 经 证 明 的 不 等 式 时 , 便 可 断定 原 不 等 式 成 立 , 这 种 方法 称 为 分 
析 法 . 分 析 法 的 证 题 思路 是 “ 执 打 索 因 . 


TD Ea a> EN: 

a-o etb Vib< L, 

【思路 探索 】 本 题 用 比较 法 和 综合 法 均 有 一 定 的 困难 ,不 功用 分 析 法 来 逆 推 ， 
【证 明 】 “a b>0 sa b0 

uD e <t Jac- b)” 


(a— b)" o (a— b)" 
<—a+b 2 /ab<-—— 


— $ a— b 
ea) < (ESNE 
pa (Va —yb) T 








a—b N a—b 
TA 2 


YatyB VEHW 


2 Ya 2 /b 


<1+A |2-<2<1+ J> 
Sal 一 £ < jieti 


最 后 的 一 个 不 等 式 显然 成 立 , 

. (a—b)° _a+b (a—b)° 

uea a abs ap s 

【 解 后 感言 】 分 析 法 在 表述 时 常用 “<=”, 即 不 断 地 用 充分 条 件 来 代替 前 面 的 不 


等 式 , 直 至 找到 已 知 的 不 等 式 为 止 . 
82 设 实数 ry 满足 y 十 工 = ,0<a< 1 证明: 


log, (a* + a” ) loga 2 十 去， 





【证 明 】 要 证 log (a a")<log,2+ + IN 39 0<a<1, RIE 
atar L2aT. 

又 qr 十 ?之 2 /a" ARRIE a aT, B z+ y<- iF z — z+ 20. 
而 此 式 显然 成 立 . 即 原 不 等 式 成 立 . 











156 














[RERA] 用 分 析 法 证 明 不 等 式 时 ， 要 证 ”“ 只 要 证 ”、 即 要 证 这些 词 语 是 
不 可 缺少 的 . 综合 法 往往 是 分 析 法 的 递 过 程 , 表 述 简单 ,条 理 清楚 ,所 以 在 实际 证 题 
时 ,常常 是 用 分 析 法 分 析 , 用 综合 法 书写 . 


五 、 放 缩 法 





解 题 秘 言 : 在 证 明 不 等 式 时 ,有 时 把 不 等 式 的 一 边 适 当 放 大 或 缩小 ,利用 不 等 式 
的 传递 性 来 证 明 ,我 们 称 这 种 方法 为 放 缩 法 . 

放 缩 时 常 采用 的 方法 有 :使 去 一 些 正 项 或 负 项 ;在 和 或 积 中 换 大 或 换 小 某 些 项 ; 
扩大 (或 缩小 ) 分 式 的 分 子 (或 分 母 ). 

放 缩 法 是 证 明 不 等 式 的 重要 方法 ,而 且 技 巧 性 较 强 ,应 用 广泛 . 


ge (2008 年 辽宁 高 考 理 。T21) 在 数列 {a。)} ,{ 玉 } 中 ,am =2,b =4, H a,, 





ART, PEE DEFE] sOn santi Onti 成 等 比 数列 (nE N" ). 


( Í ) 求 dz + Ga + Ga Ë basbas bis 由 此 猜测 {a,}， (b, 的 通 项 公式 ,并 证 明 你 的 
结论 ; 
DEH: Fa m as r s ša i i 
【规范 解析 】 “(I ) 由 条 件 得 a han. „aiti = bat. 
由 此 可 得 a =6,b; =9,a, =12,b, =16,a,=20,b, = 25, 
猜测 a — n(n+1),b, = (n+1)°. 
用 数学 妇 纳 法 证 明 : 
Q 3 n=l 时 ,由 上 可 得 结论 威 立 . 
加 假设 当 n 一 上 时 ,结论 成 立 , 即 a, =k(k+1), 
b, 一 (上 十 1)* ,那么 当 n=k+1 Bl ,a,, i — 25, 一 as 


Ë 
=at FER DGA a = p, 


所 以 当 n=k+ 1 H, Ae. 

aitai a,—n(n+1),b,= n+1)° 对 一 切 正 整数 都 成 立 . 
1 9 

cI Ea 二 一 s <: 


n>2 H, h ( I )ip a, tb, = (n+1)(2n+1)>>2(n+1)n. 


下 一 十 一 十 .十 Lop 


1 
ath atb E 6 二 parta 


HG- 









项 和 为 S,, 等 比 数列 {b) 中 ,6 二 1, 且 be S, =64, (b, ) 是 公 比 为 64 的 等 比 数列 
(1) 求 4, E b.s 
l 1 1 .3 
(2) 证 明 gg aT a 
【规范 解析 】 (litla,) 65 y E A d dn 6 ek 3 q 
WJ d 为 正 整 教 ,a =3+(n— ld, b, = q ' 


3 十 本 一 ] 
pa 1 


依 题 意 Ka b, tt i =e 


由 (6 十 d)g 二 64 知 g 为 正 有 理 数 ， 


又 宙 0 一 2 知 ,d 为 6 的 因 了 于 1,2;3,6 之 一 ， 
EDH d 二 2,g 二 8， 

故 a,=3+2(n—1)=2n+1,b,=8”" '. 

(2)S, = 二 3 十 5 十 十 (2n 十 1) 二 n(n 十 2)， 








Must 

et bapa 
e 
a 





O0<—a < l,a,, = f(a,). 
(I 1) 证明; 函数 f(x) 在 区 间 (0,1) 是 增 函 数 ; 
(全 ) 证 明 ;a, Cant <1; 


(MOHE b€ (a, ;1) ,整数 k> inb 一 .证 明 : Qt+1 >8. 


Li R] en —Inz, 

因为 0 一 rz<l,lnz<0, 因 此 f'(z)2>0, fiz)#E(0,1) F 38 8 3. 
(2) 运 用 数学 归纳 法 证 明 Ka, <l, 

当 n=1 时 ,由 于 0 过 ai 过 1; 则 结论 成 立 ; 


fW coos 年 江 西 考 理 .T19) 等 差 数列 (o,} 各 项 均 为 正 整 数 ,a 一 3, 前 n 


m (2008 £ H I # + T22) i A% f(z)= z— rln z. # | (a, ) Wi ÉE 


假设 <a <l, BJ n=k+1 时 sarti = f(a,)— a; — a, Ina; = a, (1 — Ina, ); 


Ina, <0, 因此 ar >00. 


LERMA g(a) = f(z)—1==x—zlnz—1,23 r<1 BF, H + g(z)5j fiA H 


同 的 单调 性 ,因此 g(z)<g(1)=0， 








即 ACD <L 因此 , 当 0<a,<1 Ff ,a a Cl. 

综合 上 述 , 有 Kar El, 

假设 归纳 成 立 ,对 于 任意 的 n JA Ka, <1. 

而 ar 一 如 一 一 Clna,， 

W 0a, Clap ~ d= — a dna, >0, 

因此 a, än <1. 

(IJa  =a,(1—Ina,)=a-, (1—Ia,)(1—Ia, ;)=a,-: (1—Ina, )(1—Ina, il) 
(1—Ina,-;) 


—— 


=a, (l— lna) (1— lna,- )""{1— lna; ) 

>a, (1— lna; — Ina; — lna; — + — Ina; ) 

>a (1—klna,), 

讨论 : 当 ao BF sart, >a, Zb, 

` a | b htsa >a (1—klna,)2>-a, (1—klnb), 
而 ka Inb5b=a, —b, °“ (1 一 kinb) ,因此 po 


MD 证 明 : 一 + 一 十 二 5 十 … 十 广 >1(n 之 2,n€EN). 








-H nt? 
[zy he WENER ta 
n ntl ' at? n n: 
£ m 
项 (一) 项 
Ž 
=1 | n = 
n n 


【 解 后 感言 〗 这 个 问题 的 证 明 先 要 弄 清楚 “于 十 -二 5 十 … 十 二 ”这 个 和 式 共 


有 几 项 ;其 次 , 放 缩 的 时 候 将 第 一 项 二 保留 下 来 ,这 才 得 到 了 我 们 要 证 的 结论 . 





A T 








解 题 秘 言 :新 教材 将 导数 与 传统 的 不 等 式 证 明 有 机 结合 在 一 起 设 问 ,形成 一 种 
A E E E E, 


81 (2008 # h ROBAR F(z) 一 下 -十 aln(z 一 1), 其 中 mEN ,a 


为 常数 . 
(了 ) 当 n= 二 2 i RAR f 必 zr) 的 极 值 ; 
([) 当 a=1 时 ,证 明 : 对 任意 的 正 整数 n, 4 r22 时 ,有 FCz) 扫 z 一 1 
【 解 】 EE a 


当 n=2 时 ， ET gy T aln(z—1), 











pss a(1— r) 
所 以 (x) 二 i 
(DO a2>0 hth f (z)=0 # 


_ —a(xz—r=r,)(x—x;,;) 
此 时 了 (z) = (1— zx) 


当 rE(l,z) 时 ,了 (xz) 过 0, f(z) 单 调 递 减 ; 

当 z€ lr, HoD, f'(z)2>0, f( z) BB 18838. 
(2) 4 a0 BF, f (z)<0 便 成 立 , 所 以 f(x) 无极 值 . 
综 上 所 述 ,n 二 2 时 ， 


= a> 0 时 , f(z) 在 z=1+A/ 过 处 取得 极 小 值 , 极 小 值 为 A( 1+A/ ) 一 


A (1th 二 =). 


当 ea 委 0 时 ,f(z) 无 极 值 . 
(J) 证 法 一 ;因为 a 二 1; 所 以 fG)= T gp rln(z 1). 


= H 为 偶数 时 ， 


邻 plr) =z—1— fine 1), 


i | H 1 a | ni 
— = c e J. U M — 一 
所 以 当 z€ [2, 十 coo] 时 ,g(z) 单 调 递增 


M g(2)=0 


因此 zG)=z—1-— nG 2802) =0 恒 成 立 ， 


所 以 f(x) 之 z+ 一 1 成 立 . 
当 nn 为 奇数 时 ， 


要 证 fsal, H T TCD rry S0 BTA R m uk In(z—1)=:r—1, 


令 h(z=)=x—1 aa l), 


a d C: 
Mj k (z)=1 oo = 一 [之 0 (r2), 


所 以 当 zxE[2, 十 oo] 时 ,h(xz) 二 x 一 1 一 ln(z 一 1) 单 调 递 增 ,又 h(2)= 二 1>0， 
所 以 当 +222 m, EA hoD, BI In(z—1)<<x—1 命题 成 立 ， 
综 上 所 述 , 结 论 成 立 ， 


证 法 二 ; 当 a= 1 时, fO) = — in 1), 














当 zx 之 2 时 ,对 任意 的 正 整 数 n EA — ; 故 只 需 证 明 1 十 In(z 一 1) 所 x 一 1. 


Pe —In(z—1),z€ [ 2, teo) 
, _ 1] 一 

Wj h (z)—1 c je j; 

当 z 全 2 时 , 产 (z) 三 0, 故 有 rz) 在 L2, 十 ce) 上 单调 递增 ， 

因此 当 z 伍 2 时 ， kasku l+lInlr— Dr 1 成 立 . 


故 当 x 宇 2 时 ， 有 [二 y= cy r in(z—1)<=:—1. 


即 f(z)=-z— 1. 
【 解 后 感言 了 由 于 考生 对 利用 导数 法 证 明 不 等 式 很 不 适应 ,以 致 对 分 现象 十 分 
严重 . 实际 上 ,导数 法 是 不 等 式 证 明 中 的 一 种 全 新 的 、 实 用 的 好 方法 . 


GD (2008 车 庆 西 高 考 理 .T22) 已 知 数列 {a.) 的 首 项 a= $ra 一 





34, = OLI 
22 十 了 ,n=1 „ôs 


(CI ) 求 {a,} 的 通 项 公式 : 
1 1 2 ... 
(CIOWE :对 任意 的 tapuspa s] a ; 


n° 
(MER :a: 十 az 十 … 十 an > 


1 


tn 1 





oae ba 2 
【解析 3 解法 (I) a, Dal 3 十 3 











| j `a, 
又 二 一 1 一 =, . {二 一 1) 是 以 与 为 首 项 ,二 为 公 比 的 等 比 教 列 
¿l os a 2 E E = 
`a, 3 gml 3 8 3 十 2 
1 2 
(D f= iFa [y 2) 
2 
— 本 -人 n 
ass k dia [+ z) ° 20+z) 2[ > z) 
ER (I> (IT ' 


`" r>0, . 当 z< 时 ,fF (z)2>0; 


>= :fF (z)<0. 





2 2 
nS z=— SORAR | |= 
3 £ ) [as = 


8 FT XR. 3. 










(H ) Op (H) , qa r>0,# 


O 1 (2 y a 1 
atata >i; Otai 2) tira EAE, 


F a Fm 





"e RET mis mI g EE B nz]. 





W a, 十 as 十 a 一 一 一 一 >> 
1+4 (1—5) EEE a 
n 3 


JN 











“… 原 不 等 式 成 立 . 
wS 已 知 函 数 f/(z)=]n(1+z)—=z,g(z)==lnz. 
(I) 求 函数 f(z) 的 最 大 值 ，; 
atb _ 
0<g(a) +gb) —2g (Ss ) <(b—a)ln2, 
(工交 解 】 函数 f(z) 的 定义 域 为 (一 1, 十 0) 且 f(z) = 1. 


A (xz) 一 0, 解 得 zx 二 0. 

当 一 1 一 z<0 时 广 (z) 盖 04 当 z=>0 时 广 (z) 一 0. 

又 f(0) 二 0, 故 当 且 仅 当 z=0 时 ,f(z) 取 得 最 大 值 , 且 最 大 值 为 0. 
CHOLERY g(z)= zlnr,g (z) =]nz>+1 


设 F(z)= g(a)+ g(z)— —2g (< etz) y 





= 2 a. 1 = 
F (z)= g (z)— -2| z( = =]nr— tn . ° 
当 <ra 时 Pra F(z) 在 (0,a) 上 为 减 函 数 ; 
当 r>a 时 ,FF (+z)>0,Ë% FD Ela, +t) LANKA. 
.. 34 zr=a ff ,F(z) 有 极 小 值 Fla). 
“Fla)=0,b>a FF(b)>0 
即 0<g(a) gG) —2g (22) 
设 GCz) 二 F(z) 一 (zx 一 a)ln2, 则 


RE f 4 二 一 In2 一 Inz 一 In(a 十 了 














x 





Ww >>0 B, G'(z)<0 G(x) 在 (0, 十 co) 上 为 减 函 数 . 
` G(a)=0,b>a «G0 


即 0<g(a) j gG) —2g (H) <an. 


[RERA] 这 里 结合 函数 的 增 减 性 ,采用 了 导数 法 ,使 解 题 过 程 表 述 简 洁 , 条 理 
清晰 ,要 细 细 体会 ,掌握 方法 ， 








七 、 数 学 归纳 法 











解 题 秘 言 :对 与 自然 数 n 有关 的 不 等 式 , 如 果 用 其 他 方法 比较 困难 时 ,可 考虑 用 
数学 归纳 法 来 证 明 . 

用 数学 归纳 法 证 明 的 步骤 是 : 

(1) HEB] H n 取 第 一 个 值 no(mo 是 满足 命题 的 最 小 的 自然 数 ) 时 ,命题 成 立 ; 

(2) 假 设 当 n 二 k(k 之 mo ,kE N) 时 命题 成 立 , 证 明 当 n= 二 十 1 时 命题 也 成 立 . 

WD coos 年 浙江 高 考 理 TDB MRA lan) a, >00, = 0a? Hans 
—] =a? (nE N" ). W: S, Sa; Fa H +a,, 

l 1 
“iFa OFA Fa | 

RHE: 4 n€ N" 时 ， 

CT ya, Kaati 

(J )S,>n—2; 

(HL) T. —3. 

【规范 解析 】 (I ) 证 明 : 用 数学 归纳 法 证 明 ， 

Dž n=l 时 ,因为 a: 是 方程 工 十 x 一 1 二 0 的 正 根 ， 

FP yA a <a. 

四 假设 当 nn 二 kKCEEN' )BF,a, a+, 

因 为 a+ — ai = (aya: Fa: == (aki Farti =l 

= (aypa — dati ) Caite Farti Tl), 

所 以 diti Sakte- 

即 当 n=k tl H sa, an F PK 3. 

根据 人 中 和 加 ;可知 a, Sant IAEI nEN 都 成 立 . 

(H)j= 8H :由 afri +ak+ 一 1 一 性 sR 一 112, ,n—1(n>2),4f a; + Caz Has Tran) 
—({n— ]) =a}, 

因为 a =0, Pi A S, =n—l— aé. 

由 a, Can A daa = lHa ai Ll A a l A Sponda, 

CHORE : H aksı Hary =1 +a] 22a Ó #f 


l gfi (k=2,; 3, anm 1, ,n>3), 


] ari za, 





1 


T, a ee Er ye 














. 1 
所 以 0 二 a CI Fa) Ta i ii 


DEE E ENE V == 
Te .(1+a,) ` Do : (as taz) 


dn 
= z — -一 s(n 之 3)， 
& 5 23 HT, cI HHAH, 


又 因为 T< T < Ts ,所 以 T, 3. 
【 解 后 感言 在 用 数学 归纳 法 证 题 时 ,归纳 假设 一 定 要 用 ,否则 是 错误 的 . 


W (2008 年 湖南 高 考 理 。 T18) w p| fa, WW E at = l,a: = 2,a,+z = 


] T cos: = Ja, tsin? D | n=1,2,3,... 

CIDR asa ,并 求 数列 {a,} 的 通 项 公式 ; 

CDI b, =E, S, =b +b Hton. BE, 35 n 之 6 时 ,|S, 一 2| 二 一， 
| 

【规范 解析 】 ( 工 ) 因 为 a = l,a, =2, 


所 以 a, = (1+cos’ = )a tsin a at= 





a, = (1+ cos’ r)a; + sin” == 2as = 4. 
一 般 地 , 当 n= 二 2k 一 1(kEN" ) 时 ， 


aaa =| 1+ cos’ (KZ DF Jani tsini 2k—l +l, 








Pp an+ Gak 1 1. 

所 以 数列 as 1) 是 首 项 为 LAŽJI 的 等 差 数 列 ， 

因此 än- = Ë. 

当 n—=2?2k(°C N ° H saut 一 (1+eos’ A an tsin? Zr 2an. 
所 以 数列 {qs} 是 首 项 为 2、 公 比 为 2 的 等 比 数 列 , 因 此 üa =, 
故 数 列 {a,} 的 通 项 公式 为 


ee is 
a, 一 





J 
27 ,n=2k(k C N ). 


ami n 





(了 由 ( 工 ) 知 各 一 一 








164 所 以 DL p E a 


要 证 明 当 n>6 时 ,|S, 一 2| 二 十 成 立 ,只 需 证 明 
nut 2) 





当 n6 时 ,一 上 一 一 之 1 A L. 

证 法 一 

CD n=6 p TnL <1 RY. 

(2) 假 设 当 mn 一 人 (>6) 时 不 等 式 成 立 , 即 入 O 

则 当 z— k+ 1 时 ， 

(k+1)(&+3)_ k(k+ 2) x (十 1)(R 十 3) (&T1)(kT3) J 
pit Jk 2k(k +2) (k+2) » 2k i 

smin 

证 法 二 

令 c c. =L C 26) , 则 C4) -6 — QED GL) <o. 

所 以 当 n=6 时 ,cori < Caa 因此 当 n> 6 时 ,c =< -i c], 

干 是 当 n>6 p, 0t dinaa <1. 





综 上 所 述 , 当 n26 时 ， |S.—2| <<. 
E] 已 知 图 数 fG)=az—z 的 最 大 值 不 大 于 二, 又 当 
zE | 去 ,村 | 时， fy>—. 

(I)sK a 的 值 ; 

DR OaS rann = flan) EN" ,证 明 S 





[W] DHERA, Sar mA (at) 十 全 .又 a. < 


LADEE a<. 








解 之 得 a>1. 
Nal l. a=1. 
(五) 用 数学 归纳 法 证 明 . 


1 _ 
证 法 一 〈1) 当 n=1 H 0<a < 不等式 0<a,<— T 


T x€ (0,4 )i#,0<fG)<— I 


—.0<—a, = fa << 


故 n=2 时 , 原 不 等 式 也 成 立 . 
(2 假设 n=k(k>2)B RER <a <r RY. 


a f(z)= =r— m 的 对 称 轴 为 r=- 
nM rE (0,— Jt , (z) 3838 8 8. 


. l 1 1 
H O0<a << f AEA i a= j: 于 是 有 


<a = f(am) 


j a Ob 3 5 D. 
T| ld ET2 


_ 1 R 十 4 


Era ZAF EFD EF? 
"5 n=kt+i 时 , 原 不 等 式 也 成 立 . 


REDOM AHEM n€ N° ,不 等 式 < 二 成立. 


证 法 二 〈1) 当 ”一 1 时 ,0<a 天 本 ,不 等 式 0<a, <H ÈY. 


(2) 假 设 a 一 kk>D 时 , 原 不 等 式 成 立 , 即 0<a <E T 
则 当 n= 二 上 & 十 1 时 ， 
an= f(ao=a(1-Ta)= zre Da s (1 -5a )- 








V HD >0.1— a >0 
“kt2)a ° (1—->a) 
: : 1 2 
aasan asas "i 
2 2 
1 
于 是 有 anı SEFI 
c 34 n=ktl 时 , 原 不 等 式 也 成 立 . 
综合 (1)(2) 可 知 , 对 任何 nEN"” ,不 等 式 a< R. 
[RERE] 在 由 n= 二 上 时 的 结论 过 渡 到 n= 二 上 十 1 时 的 结论 ,通常 要 应 用 放 缩 
法 ,有 时 甚至 是 多 次 放 婉 ,如何 放 缩 得 当 , 其 中 技巧 性 较 强 ,应 具体 情况 具体 分 析 ，. 


八 、 换 元 法 








解 题 秘 言 : 换 元 ,是 一 种 重要 的 数学 思想 ,用 换 元 法 来 证 明 不 等 式 往 往 能 达到 以 
EAR RGR. 有 些 问 题 直 接 证 明 较 为 困难 ,但 兰 引 进 适 当 的 代 换 , 不 仅 能 使 不 等 式 
的 证 明 简化 ,而 且 比 较 容 易 找 到 证 题 思 路 . 

换 元 法 多 用 于 条 件 不 等 式 的 证 明 , 换 元 法 中 常见 的 是 三 角 换 元 和 代数 换 元 


两 种 . 
D 已 知 wbz,y BEEN H = EN: 
的 
证 法 一 仿生 一 cos'0, = sin gA REZ) , 则 





b 


cos sin°0 
=a(1+tan° 0) +-b(1+cot'0)=a-- b+ (atan° 0+ bcot° 0) 
=>a+b+2 /ab= (a+b):. 


证 法 二 zty=(z+)(£+-—)=a HE+ 


r+ y 


Se 后 X =a+b+2 Vab= Ca +/b)*. 

[RERE] 证 法 一 是 三 角 摘 元 ,证 法 二 是 “1? 的 代 换 , 三 角 摘 元 运用 得 当 , 往 
往 可 沟通 三 角 与 代数 的 联系 ,将 复杂 的 代数 问题 转化 为 简单 的 三 角 问 题 ,另外 ,在 使 
用 换 元 法 证 明 不 等 式 时 一 定 要 注意 新 变量 的 取 值 范围 . 









82: 已 知 o>>0,6>0,c>0, 证 明 : 
b c 3 


a 
r sns s ° 

GERI 设 z=6 十 cyy 二 a 十 cz 二 4a 十 b, 则 
工人 > |, z> 0 9 


W. uu as W a ss LETITE 
六 一 2 b= 2 . Ü — 9 


这 时 原 不 等 式 
g =l (gtz zte y aty) 
= y z 


=- 工 ( 之 十 三 一 1 十 亚 十 三 一 ] 十 过 十 过 一 1 
二 — y y z z 
uM MU Ku 


又“ 当 1 汪 0 时 ,有 :十 二 之 ? 


, 原 不 等 式 左边 之 二 (2+2+2 一 3) 一 六 


从 而 原 不 等 式 成 立 . 

【 解 后 感言 】 本 题 不 等 式 的 左边 分 母 都 是 多 项 式 , 不 能 直接 通 分 推 证 ,又 考虑 
#] a,b,c 的 对 称 性 ,所 以 可 引进 代 换 ,将 分 母 化 作 单 项 ,转化 为 为 运用 公式 的 不 等 
式 , 这 种 引入 代 换 的 方法 要 注意 掌握 ， 


83 设 zi(i 一 0,1,2, 7) 为 正 实数 ,为 自然 数 且 ?之 2， 
(全 (全 


S L SEE uq LE 
gE T, ° 


Æl n 





【证 明 】 iea lil, , n) b , 原 不 等 式 变 为 


ca asss bo E qasaqa ss Ce 
di di n 

wili sli s "** say 为 正 数 , 且 a| 要 1 人 2 " **" * a, 一 1, 依 算术 一 几何 平均 不 等 式 , 有 

E E E SE EE A . ... . a, (L+) 

do a Gn dy t An 


= a d t t ú da + dolz esas p a, + Faga b ere . 4 


atate al atate al. patai rani 
ii n n n 

















=a Hal te +a}. 
se( * ) 式 得 证 , 原 不 等 式 成 立 ， 


【 解 后 感言 】 这 里 令 一 -一 ai 作 分 段 换 元 , 依 aoa C: 
变形 ,以 创造 应 用 基本 公式 的 条 件 , 这 类 解 题 技巧 应 注意 掌握 . 


ZQ , È # ¿É 





a, = 1 的 特性 作 恒 等 








解 题 秘 言 : 根 据 所 给 不 等 式 的 特征 ,构造 适当 的 函数 ,然后 利用 一 元 二 次 函数 的 
判别 式 .函数 的 奇偶 性 .单调 性 ` 有 界 性 等 来 证 明 不 等 式 ,我 们 统称 为 函数 法 . 这 类 问 
题 内 容 相 当 丰 富 ,我们 在 “函数 思想 ”一 章 中 己 作 过 专门 论述 ,这 里 仅 率 它 在 证 明 不 
等 式 中 的 应 用 略 举 几 例 . 
wE (2007 年 重庆 高 考 理 T21 . 1: T22) 已 知 各 项 均 为 正 数 的 数列 {a,} 的 前 
n 项 和 S, WE S,>1, B 6S,=(a,+ 1)(a,+2),nC N. . 

(1) 求 {a,} 的 通 项 公式 ， 

(2) 设 数列 {6} 满 吓 as (22 —1)—1,3Fie T, Jy Ub.) BJ DI n 项 和 ,求证 :3T, 十 1 二 
log, (a, 二 3),nE N. 





OLR h a =S=- (a +1 la +2), 


解 得 al = 1 或 w = 2. 
由 假设 ai katka a = 


得 (al Fan) anti 一 an 一 3) 一 0， 

即 amı —a,—3=0 RÈ an+ = —a,. IN a,2>0, 
故 at 一 一 au 不成立, 会 去 .因此 as 
从 而 {a,} 是 公差 为 3, 首 项 为 2 的 等 差 数 列 , 故 {a,} 的 通 项 为 a, 一 3n 一 1. 
(DUERI 由 a, (2 一 1) 二 1 可 解 得 


—t = 3, 


lx _ 3n 
b, = log; (1+7) log: qn ° 











3 6 3 
从 而 T, =b +b, +H +b, = log; (> A = ) 
3 6 3 F: 2 
— 3 * 6 E ame 2 
pw- a k y. “ss ss 

















则 到 = 一 _ 3n 十 2 (3 ) = (3n 二 3) 
EOR 3n 十 5 \3nt2 (3n 二 5)(3nt+2)° 


因 (3n 十 3); —(3n+5)(3n+2)° =9n+72>0, 
故 finti) > fin). 

H w>, 

从 而 3T, +1— log: (a, t3) = log: f(m >0, 
即 3T, +1>log: (a, t3). 


m 证 明 不 等 式 Aa il 








【证 明 】 设 f(z) 二 er a 
.. Fr A |F pen Ea 
Fa) r 5 5 一 T 2 
pe = A 
a = 
f(z) 的 图 象 关于 y 轴 对 称 . 


O z>0 B .,1—2*<0,ëk f(z)<0; 

2.34 rco 时 , 依 图 象 的 对 称 性 知 /(z)—0. 

故 当 z 天 0 时 , 恒 有 fG)<0,8- 2; < (z0). 

【 解 后 感言 了 这 里 实质 上 是 根据 函 教 的 奇偶 性 来 证 明 的 ,本 例 也 可 以 用 分 析 法 
作 分 类 讨论 证 得 . 

( 伏 答 ”已 知 锐角 三 角形 ABC HEH: 

sinA +sinB--sinC> cosA + cosB-+ cosC. 

GER] …A,B,C 均 为 锐角 , 则 有 A,90" 一 B,90" 一 C 均 为 锐角 . 

令 y 一 sinz,zE (0 ,90 ). 

** A=180°— B—C= (90°— B) + (90°— C) 

“A>90°—B 
IK IF 3k ARTE (0° ,90°) fW ñ BN #E Sl :sinA>sin(90°— B) = cosB 
同 理 sinB>>cosC,sinC> cosA 


故 sinA 十 sinB 十 sinC>cosA 十 cosB 十 cost. 
【 解 后 感言 】 这 里 是 运用 函数 的 单调 性 来 进行 证 明 ,证明 时 应 注意 函数 的 单调 


区 间 , 此 法 显然 比 常用 的 和 化 积 形式 简单， 























+ , K uz £ 








解 题 秘 盲 : 反 证 法 在 不 等 式 的 证 明 中 有 着 广泛 的 应 用 , 正 难 则 反 是 数学 证 题 时 
行 之 有 效 的 策略 . 

LESA EZ” A ED” “唯一 "等 或 含有 否定 词 的 命题 都 适合 用 反 证 法 . 

BJ: (2008 年 安徽 高 者 文 。T21) 设 数列 !a 满足 a =á sáp = ca, T1—c, 


n e N° ;其 中 dC HLA., H. CEU: 
(1) 求 数列 {a,} 的 通 项 公式 ; 


(2) 设 a= e= ib, =n a) nE N" RA (b. ART n MA S, ; 


(3E 0 过 a, <1 HAEE nE N 成 立 ,证 明 0 一 c 和 1. 
【规范 解析 】 《〈1) 方 法 一 : 

aí 1=c(a,—1), 

. al i, la DPE AA a-l Aa c ëj 5 b 3k $l. 
na, —l=tla— Det, E a, = (a— Det l, 

当 a=1 时 ,as 一 1 仍 满足 上 式 ， 
.数列 {av} 的 通 项 公式 为 

4 一 (Q& 一 1)c" !+l1(a6€ N: )， 

方法 二 :由 题 设 得 : 当 n2>2 时 ， 

a, —1=c(a,-A —1) =c (a, — 1) 

=-= (a, —1)=(a—1) c", 

a, (a—1)e +l, 

n=] 时 ,al 一 Q 也 满足 上 不， 

所 以 {as} 的 通 项 公式 为 
dan=(a—1)e" !+ 1(n€ N' ). 


(2) 由 (1) 得 :b, =n(1—a)e1=n(+ ) 
S, = 一 二 +2( 二 ) ++n( 填 )”， 
zis (a) Hlg) +=+e-5(z)+6(7)". 


2 
ne a 






1 pi 1 ï 
=2|1- (+) Feo 
a dy 
nS =2— 24m (— ) - 
(3) 由 (1) 知 a, 二 (a 一 1)c” +l. 

# 0<(a—1)e HiIl, 
NI O< (1—a) 1—<1, 
Oa Sa], :0<emi< m€N' ). 
由 co 12>0 对 任意 nEN' 成 立 , 知 c>0, 
下 证 |<1. 用 反 证 法 
方法 一 ;假设 — 1. 由 函数 f(z)= ARH, 
当 nn 趋 于 无 穷 大 时 ,c”! 趋 于 无 穷 大 .， 
e < 不 能 对 nEN" 恒 成 立 , 导 致 乞 盾 . 
eL l, 0< c= 1. 
1 
方法 二 ;, 假 证 ccol, ee 


l—a 








.. log," ` <—Jog, =a , 


P n—1<log -CnEN' ) 恒 成 立 


adat 为 常数 ，。( % ) 式 对 n€ N” 不 能 恒 威 立 ,导致 了 矛盾 ， 
Ces Loa OX cel 


1 
M EA abeo EA: -ab Ab) oa 不 能 都 大 于 -全 





1 
【证 明 】 假设 (一 a)8b,(1 一 他 es(l 一 ca 都 大 于 


a,b,c 都 是 小 于 1 的 正 数 
1 一 a;1 一 5b,1 一 c 都 是 正 数 


.. datiy Vv (1—a)b> = = > 


图 一 1 
gagat U oten 


2 2 2 
三 式 两 边 相 加 ,得 
(atb, (I—b +c (1 一 c) 十 ae、 3 
> tT 
3 3 
Bl > > JA. 


1 
.(1—a)b,(1—b)c,(1—c)a 不 能 都 大 于 本 














【 解 后 感言 】 反 证 法 常用 于 那些 直接 证 明 比 较 困 难 的 命题 ,如 否定 性 命题 ,或 
结论 中 含有 “至 多 ”、“ 至 少 ” 类 限制 词 时 命题 常 采用 反 证 法 . 本 题 中 运用 均值 不 等 式 
为 导出 矛盾 起 到 了 重要 作用 . 


W ü /=xzt+artb, 证 明 :10D)1,1f(2)1,1fC3)| 中 至 少 有 一 个 不 





小 于 本. 


GERI 假设 1/(1)1<< 广 ,1/(2)1<< 却 ,1f(3)1< 去 则 有 


E A — = 
° <1+ a+b—< 7 7 Latba 2 


- < 十 2a H< FEH — <a +b<— 4 


1 1 19 
> < T+3a+b<— > 


由 前 面 两 式 得 一 4 过 a 二 一 2, 由 后 面 两 式 得 一 6 二 a 二 一 4, 这 两 式 显然 相互 矛盾 ， 
所 以 假设 不 成 立 . 原 命题 正确 . 

【 解 后 感言 】 本 题 的 难点 是 从 假设 中 找 出 矛盾 ,说 明 假 设 不 成 立 , 要 细心 体会 
这 种 推出 矛盾 的 方法 . 


<3a+bc— 7 


十 一 、 数 形 结 合法 





解 题 秘 言 ,在 有 些 不 等 式 的 证 明 过 程 中 ,可 以 根据 已 知 条 件 的 结构 特点 ,联想 它 
所 表示 的 几何 图 形 的 意义 ,通过 图 形 启发 思维 ,找到 简捷 的 证 题 思路 


mu 已 知 a,byzx,yER, 且 a+2b+-4=0,z=+2y+1=0. 证 明 : (a- zy + (b+ y)°. 





=5. 

【证 明 】 由 题 设 可 知 : 点 (a,5) 在 直线 z+2y+4=—0 十 ,点 (一 zx; 一 和 在 直线 x 十 2y 
一 1] 二 0 上, (a 十 z 六 十 (6 十 yy 就 是 平行 直线 x 十 2y 十 4 二 0,z 十 2y 一 1 二 0 土 两 点 的 距离 的 
平方 . 

显然 ,平行 直线 上 任意 两 点 的 距离 的 最 小 值 是 两 平行 线 间 的 距离 , 故 


V (a+ z) + (b+ y) F ss =./5. 


.. (atr) + (b-+-y)*'2Z>Z5, 
[RERE] 本 题 从 已 知 条 件 的 结构 特点 出 发 ,联想 它 的 几何 意义 即 可 获 证 . 
方法 简捷 ,思路 清晰 . 也 是 证 明 不 等 式 的 一 个 好 方法 . 


tany 宇 3 /2. 


B» -CAA S É AD=a AB=b,AA,. 一 cf 如 图 ) 


后 面 根据 基本 不 等 式 进行 两 次 适当 的 放 缩 ,这 些 技巧 都 值得 细 细 品味 . 


_ 步 拓宽 了 解决 中 学 数学 问题 的 思维 空间 . 在 不 等 式 证 明 中 ,对 于 某 些 特殊 结 构 的 不 等 式 ， 
可 以 巧 设 向 量 将 某 些 式 子 转化 成 向 量 的 长 度 来 表示 ,利用 向 量 关系 式 :la 十 bl<lal +b 
a| 。 |b|2>|a .bl 证 明 , 特 别 要 注意 等 号 成 立 的 条 件 : 当 a,b 共 线 即 a—à)bb Q 0) 
成 并 





82; EL la, By 均 为 锐角 , 且 cos*a + cost 8 十 cos* y= 1. 证明 : tana + tang + 









【证 明 】 HPE UR EKI ABCD-—A BCD, tt ZC AD=a, LC AB = 








a/f š: Fi z 

则 an= P LC =e, 

a =a T. 

2 Fa 7 
‘tana + tang+ tany— YHE pve EE R E 
n vE ti bte Yta -~ cta Va tb -atb 
Ga “a b 7 [Zb 3 = 二 
. VEFE VEFA | VEFE 
r A" - 


pe en. mb A 
A 5 2 72 [| j = 
“a 2b 2c 2 ( a b C ) 


<. tana tan0+ tany>3 v2. 
【 解 后 感言 】 本 题 根 据 代数 表达 形式 合理 地 构造 几何 图 形 是 顺利 求解 的 关键 . 


十 二 、 向 量 法 
——:r aa 


RERE: ,向 量 作为 高 中 教材 的 新 增 内容 , 大 大 丰富 和 发 展 了 中 学 数学 结构 体系 , 进 


@ iabe 为 非 负数 ,证 明 ， 


/a TB + /P T+ vate > 2 (a+b+c). 
【证 明 】 以 距离 为 背景 ,可 构造 向 量 . 


a; = (a b) | (15 — (b,c) |. G: — (c,a). 


Mla |= VEFE , la| = VEFE, |a| = /# +a. 
x q, +a, Fa, =(atbtc a +b+c) 


|a +a: +a; |=/2(a+b+ e) 
m la, | F la; | + |a; |= |a; +a; +a, | 


VA 二 二 /b +< + y Ee +a > /2(a+ b+). 


【 解 后 感言 G+ v jy zz 十 ya 形式 的 式 子 可 以 通过 构造 向 量 , 利 用 
174 向 量 的 性 质 求 解 . 
9 


% 2 已 知 a>b5> > d, WEH: —+—+— > 
【证 明了】 由 条 件 显 然 有 WI G Asa „a — d> 0. 
构造 向 量 :g= 二 (Va 一 b; /b—c, , /c— d), 


1 1 ] 
= ( ra bce =) 
=. |a ° b| =3, ki = A = xad, 
b| = 























1 ] l 
a—b b—c c—d 








又 lal，|b| 宇 la*b|, 得 Wa 一 d 





一 一 之 3; 即 


1 1 
asmia jawa 





(a—d) (—+ )>9. 


" 1 1 9 
a s 2 z 2 
E] 证 明 ; y FAA /x`—8z+172>5. 

【思路 探索 】 从 铁证 式 子 的 结构 特征 看 出 ,左边 的 形式 类 似 于 向 量 的 模 . 因此 
可 考虑 用 向 量 法 来 证 . 

LERI = ytt r Brt = Vx 十 4 十 V(x 一 4): 十 1 

可 令 a= (Xx;2) :b=(—z 二 4,1) 

“|al 二 ib > |a+b| 

m|a+b|=|(z,2)+(—zrz+4,1)|= /16+9=5 

当 a,b aji] zB] a=b ASOR, a| + |b| = la+bl. 


WE (z,2)=AG4— a,l) Ma2 az=, 


故 V 丈 二 4 十 Sr er FIT S5 M r— E). 


【 解 后 感言 3 在 用 向 量 法 求 最 值 时 ,一 定 要 调整 好 向 量 中 坐标 的 符号 ,保证 运 


算 时 只 保留 常数 .本题 中 若 6 二 (zr 一 4,1), 则 1a 一 b| 二 V17. 但 此 时 取 等 号 的 前 提 是 
0 一 人 (<0) ,可 求人 一 2, 与 1< 0 了 矛盾 ,从 而 得 不 到 正确 的 结果 。. 











不 等 式 和 其 他 数学 思想 方法 结合 起 来 ,解决 某 些 数 学 竞赛 问题 ,可 起 事半功倍 的 
效果 . 


证 明 . 


题 功效 绝 非 一 般 ， 





十 三 柯 西 不 等 式 法 (不 等 式 选 讲 内 容 ) 





HAREA: 投 ai yG "sn K b, ba st +b, 是 任意 实数 ， 则 
(af aN kus kesi +5 Za b Harsh T `° “a b, a 


TUEL = sas BA RAY. 


我 们 你 此 不 等 式 为 柯 西 不 等 式 
柯 西 不 等 式 是 很 重要 的 一 个 基本 不 等 式 , 在 数学 竞赛 中 应 用 极其 广泛 , 将 柯 西 


柯 西 不 等 式 的 证 明 并 不 难 , 但 其 应 用 却 十 分 广泛 和 灵活 ,故此 特 作 介 绍 , 先 给 出 


【证 明 】 若 a 二 0(i==1,2,…,n) ;最 然 柯 西 不 等 式 等 号 成 立 , 原 不 等 式 为 真 . 

# ei 

dh 十 二 a 十 2Cab tarb Ht aba jett Heth) 
efaa ee tt azb tbi) 

++ lart +2a,b,zr H) 

=(a rtbh) + lar th Y H+ (a,z +b,)° 


=0, 

且 其 二 次 项 系数 a tajt +al>0, 

… 判 别 式 4A 委 0, 即 

(a? Hal +e Ha) H +. HE (a bi Harbe Hee Hanba)» 

仅 当 airt Sarr th = =a,z A M - 2 —..— a b AA 
下 面 举例 说 明 柯 西 不 等 式 的 应 用 . 





ge 已 知 tists z C R, ,n€ N. RIE: 
(m tatta) (H+H). 
£1 Ta La 
【证 明 】 … rzr C€ R, (i 二 1,2,…,n) 可 视 z, Hn RAAF A 
Cna Hatta) (十 十 士 十 … 十 一 ) 
TI Z Ln 
1 1 I V 
e- è — + .--- + M 
(væ Et m gtt = a) 
三 (十 ] 十 十 1)? =n. 
D 








Ao S 


"tl 
【 解 后 感言 】 本 例 若 用 数学 归纳 法 证 将 要 复杂 得 多 ,由 此 可 见 柯 西 不 等 式 的 解 
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@ emas piESR.B 8 =l BE M AF— 4 n€ N, 都 有 (ao 二 


J a a 


【证 明 】 ` 二 十 三 一 l>a +tb=ab=>(a—1)(@b—1)=1 


gi zF 1 >2 /$=>a>4 
a b ab 


T 

(a+b) —a"— b +1= Cab)" —a"— b" +l 

= (a"—1)(b"—1) 

=(a—1)(b—1) (a! +a" t +e Hati) HT? HH t+) 
= (a! +a? +e da+1)(0 l D Hett) 

S [Cab) T + (ab) T Het Cab)? +1]? 

SUT HT HeH? H) 

=(P HHH) 

=(27"—1)?=2" — 2+! dsj 

(Cath —ar—b a"r, 


【 解 后 感言 】 本 例 中 由 二 十 二 一 1 挖 扳 出 隐 全 条 件 a 十 b 二 ab, (a 一 1)(b 一 1) 


二 ] ,ab 宇 4, 为 解 题 提供 了 极 有 用 的 转化 条 件 . 





在 应 用 柯 西 不 等 式 时 , 因 式 的 巧 分 ,合理 地 添 项 , 拆 项 ,灵活 地 变换 结构 等 都 是 


常用 技巧 . 


根据 不 等 式 的 几何 意义 ,利用 数 形 结合 的 思想 ,也 是 证 明 不 等 式 的 常用 方法 ,第 


九 章 中 已 作 介 绍 , 在 此 就 不 更 述 . 


m ~ 


实战 秘 修 十 一 


.&E 了, 证明 301 十 于 十 ad) 之 (1 十 < 十 心 入。 


HEM ;sinz 十 cosy 近 1 十 sinzcosy, 其 中 zyE R. 
a,b,c CR;  Ha+b=c¿. TE BB ar Fp eT. 


JEW atb > (ab) T JEP a>0,6>0 B. ab. 
. 已 知 0<r<1,0<a=1. WEH : | log, (r) |> llog, (1+ z) |. 


EA E+E a+. 
a 


a i 


. 设 a,bsc 为 非 负 实数 ,证 明 : VE tE q /PP T + Ve 二 a! 守 /J2(a+b+o). 


(DEA atb=1, E a + >+ 


(2) 若 a,b,c, dC R+ JH abcd= l1, 
证 明 :ce + +e +d +Habtactadtbetbdt+ed=l0. 





10. 
11. 


Iz: 


13. 
14. 
15. 


16. 
H: 
18. 


19. 
20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


29. 


26. 


9. E Hl a>2, WEH log, (a—1) * log, Ca HDSL. 








-4 
车 a,bER: ,a+5 一 1, 证 明 : (a+) f (++) > >°. 
A a,b,c 是 不 全 相等 的 正 数 ,证 明 : 

tl 和 +le elgatlgbt lge. 


证 明 at +Ë + c 十 4 之 ab 十 36 十 2c. 
a+b+< 
Era b>c>0,B) arb*c' > (abc) 3 
设 a,b,c 为 AAABC 的 三 边 ,证 明 a+b+e): <4(abtbct ca). 
设 2z 十 5y 二 20, 证 明 :lgz 十 lgy 硅 1. 
] 1 1 
B a,b,c 为 不 相等 的 正 数 , 且 abc=1. WER r To + 一 >Yatt Jbt ye. 
已 知 a,b 非 负 ,nEN, 证 明 : (a +b)" <<2" a +b"). 
、 ] ] 1 
已 知 nn 是 大 于 1 HAR ER: lyt tta 


已 知 zx,yER, 对 任意 正 数 a WH z —a< y, WEB ; z< y. 

用 三 角 代 换 证 明 下 列 各 题 : 

(DEA acER+ ,Ha +Ë = WER a dir (n€ N,n>>2); 
(2)E la ,bC R, H a +B <1. WEH: la? 2ab— W | </2; 

C3) 已 知 r,y,a,b 均 为 实数 ,是 Z +y =l, a +E =1. 证 表 ;|azx 十 by| 志 1]. 
设 数列 {a,} 满 足 a. =a O Nna, Tl,n=1,2, 3.1. 

(1) 当 a, = 时 , K ü sa (l ,并 由 此 猜想 出 Un 的 一 个 通 项 公式 ; 
(2) 当 a, Z:3 Ma adius n=1 m 


1 
Da, >nt2;@T+a 1 E mao e r 


2 
设 正 数 Ti yT | T3 1 Ti 满足 1 下 一 1 + zx; 1 +T z; I+ x. 


证 明 EE Ta I 之 81, 

1 十 xsint 十 1 
设 z,iER, 证 明 la p< r< a+. 
已 知 R. = atb+ec=1. WEH: 


TEE +O Lytt Lya, 


设 T| yT? Wa i Tı Pi e ik HH : 
i 1 
Xj xš , 
Crue — T? “nl 


对 于 一 切 大 于 ] 的 isa KEM: 


mF 
AHAH) +e ° a+ >> — 





<l 




















27. 函数 y= f(z)fE PX B| (0,+ c-o) W] SE , FRAAS (z) KES SK. H f (z)>0. 设 
r € (0, +), y=5krtm 是 曲线 y= f(z)# PA (z. ,f(xo)) 处 的 切线 方程 ;并 设 
KN g(z)=Ez+m. 

(DH to, fito), f (z. )38R m; 
(2) 证 明 ; 当 IE (0, +20)if, g(r) > f(c); 


DEAT z 的 不 等 式 工 ?十 1 之 ar 十 6 尝 芝 zz 在 [0, 十 co) 上 醒 成 立 ,其 中 ab H 
178 实数 , 求 b 的 取 值 范围 及 a 与 5 所 满 趾 的 关系 . 


实战 秘 修 十 一 答案 与 提示 


1. (EŻ) 3(1+at+at)—(1+a+a 2 — 2at — 2a 一 2a 十 2 
=2[ a (a —1)—la—1)]=2(a—1) la? —1)}=2la—1Y¥ (a° +a+1) 


=2(a— 1 [a+ +--120. 








2.( 作 差 )sinx 十 cosy 一 1] 一 sinxcosy 二 sinr(1 一 cosy) 一 (1 一 cosy) 
=(]1— cosy) wiqen 


. == erea: E eo,p. 
下 (如 ) 汪 ,分 >6>0 与 5>a>0 讨 论 ， 
5. 可 用 作 差 法 分 0<a<1 或 a2>1 两 种 情况 进行 讨论 , 当 0<a<=1 时 ， 
|log, (1—z)|— | log, (1+ z) | 
=log,(1— z) +log, (1 二 xz) 
=jog,(1—22)2>0;`4 a>1 时， 
llog.(1—=z)| — log, (1+ z) | 
= — log, (1—z)— og, (1+- >) 
= — og, (1 — z2 )>>0. 
(a—b)(Va —/b) _ (Va —/b)° a +/b)— O 
Vab Vab 


7. a2ab sla tath) e da t >V (atb) 


同 理 yte >V +O ,Ve +a >Y La) ,三 式 相 加 即 可 . 


ë 
at+tb' a — aby 


8. (1) ———=C- 





6. 左 一 石 三 





í. —>[( = Te: 


(2)(a2 +P ) + (t + d° )Z22(ab+ cd) = 2(ab-r -r 22 。 2 一 4. 


VX abtcd>2?, actbd >? , adt be2:2, 
诸 式 两 边 分 别 相 加 即 得 . (也 可 用 其 他 方法 证 .) 





10. 


El; 


La 


13: 


14. 


15. 


16. 


时 log, (a+ 1) >00 R. log. (a—1)Æ loga ath 
n /log a- log (a F D <-> Llog (a—1) +log, (a+) 






= og, (a —1)< log =1. 
由 基本 不 等 式 ， 
1 1 l ] l 1 
Fiati tota Lg uatr tita 
_ l 1 
= Ne， 
X 1= (a+b) > (2/0) 一 4ab-> 坟 之 4, 代 人 上 式 即 得 . 


a . 所 < e 


MEFA Slg ——)>lg(abc) 


应 用 2 > Vab, 注意 a,b,c 不 全 相等 ,可 HE. 





ARRE la tabt E+ b — qg 35 k de 


ii 


ERA a b> abc)" +t 


dg aa ~>1 
z G 2y iFa y >l, AEEA y B T. 


BAFA a a +c —2ab— 2bc— 2ca <0 
«(at —ab—ac) + (b —ab—be)t Ct —bc—ca)<0 
<—a(a—b—¿)+b(b—a—c)+e(c—b—a)<0, 

依 两 边 之 和 大 于 第 三 边 可 证 . 


依 r,yER+ A> Vry M 10> V16zy, 两 边 取 常 用 对 数 得 


b 


T, r. /Tf fe Ja 
A e a a I. a ab 


一 Va 十 Vb 十 Vc. 


了 + 上 二 (于 + 二 + 本 (二 + 二 )+ 二 (二 + 二) 








17. n=1 时 命题 成 立 . 假设 mx 一 上 时 命题 成 立 . 当 n 一 上 十 1 时 ， 
tat g (atl LB ly=(a+b)'(a+by—2t (rtl Lp 
<27 ilat t lato C DB (atl Lari) 
=—2 l(a—b)(at — P )<0. 


18. 设 1 十 村 十 可 十 … 十 元 -一 S., 易 证 当 n=2 时 命题 成 立 .假设 n—k 时 命题 正确 ， 





H <S. kl 


I 


S, = S kO, wtar —] 


十 


= S, + 南 十 各 十 … 十 高 


— n 
zL + 


a mp sua += 


1 


>S; + -ar te" HaT =S, +2» kti 


F +a 
= S, +> + 


Sn <k+1, B] n= 二 十 1 时 命题 也 正确 . 


19.《 反 证 法 ) 假 设 >y W z— y=2m> 0, FE z=—m= ša 令 4 一 开 ,得 z—a=y 
+a y, RIF z —a< y MFA. 
20. (1) a= csina,b= ccosa(a 为 锐角 )， 
sa" +o" = c" (singcosa) < Csin a costa) =c". 
(2) 令 a=tsin0,b= tcos0, Æ |#| < 1. 
原 不 等 式 转化 为 /27 | sin(20— 1) | </z 
(3) 令 a=sina,b= cosa, x= sinf, y= cosf 
-. |axtby]| = |sinasin8+ cosacos8| = |cos(a — B) | S1. 
21. CD H a 一 2 得 ,a =a 一 al 十 1 一 3， 
由 a: =3 # a; =a; — 2a, +154, 
H a, =4 Ñ a =a, — 3a, +1=5, 
由 此 ,猜想 a, 的 一 个 通 项 公式 为 a, 一 n 十 1(n 宇 1). 
(2) 中 用 数学 归纳 法 证 明 如 下 : 
当 n=] 时 ,al 之 3 二 1 十 2 不 等 式 成 立 . 














22. 


de 





假设 当 * 一 上 时 不 等 式 成 立 , 即 a 之 k 十 2, 那 么 
a, =a, (a R T12>2(k+2)(k+2—k)T12k+Š3, 
也 就 是 说 , 当 n= 十 1 时 ,aryi 写 (十 1) 十 2 

综 上 述 知 对 于 所 有 n 宇 1,as 宇 n 十 2 ARL. 

OH a ， =a,(a,—n) +1 及 a 之 n 十 2 可 知 对 人 >2 有 
a,=a, Cay 1 —k+1)+12Za- (k—1+2—k+1)+1 




















E 
nastat kaia (m=i 
`. < : `= i ke2) 

Arret 
< 
ipaa) 
EET (=) 
eth 

原 不 等 式 成 立 

l 


令 a Iz b J m s = — -, 则 a 十 5 十 c 十 d 一 1 


1 一 ea _ br etd— 3 ° k 


3 
P L 5 22 a s Vacd ,>3 abg ys Ya vabe 
四 式 相 乘 即 得 . 
22 十 Tsint 十 1 
EE T + rcost+ 1 , 则 有 
(y—1)r? + (ycost—sint)z-++-(y—1)—0 (*)}) 


若 y 一 1, 即 t=krt (kE DR r=0 时, 原 不 等 式 成 立 . 


若 yl, ( * RARI (ycost—sin)224(y—1)°. 
Y | ycost—sinz| = | Vy Tlcos(+ 9) |> y tl 
“oy +12 (ycost — sint)? 之 4(y 一 1)° 


解 y; +12>4(y—1) A U-DI HD. 

















24. (用 向 量 法 ) 构 造 向 量 :ae 一 Co 十 二 ,4 十 二 ,c 十 二 ),b=(1,1,1) 


25. 


26. 


wis 


sale |p A | daritD) 
-3[ (a+ 吉 ) HOt) +(a+ +) ] 

lei:=| (ati)+ (sti)+(e+i)| 
"im 

二 + 天 十 一 一 (ape (>+) Vabe /T= 


|a + b|? aH =100 
X lal’ + |b| <la" bi” 


























“3| (att) + (8+4) (+4) J200 
ey 
[+ n~ jo. s) + nD 
= (+ te 
2 
er = G Wk Pm | 
=(zi jz; ++ tr) 
ite n=k+1 时 , 则 
rer i {bti tr) 
V 2K 十 1 253 2 
(a 2 JTI 
4 十 8 二 44 有 十 8 十 3 


ce (2k--2)52> (2-1) (2&--3) 


2 十 2 V2k 十 3 V2(k 十 1) 十 1 

jj 
2 V2k 二 1 2 2 

(Dm= f(x) ) 一 To f (zo). 

(2) h(z)=g(z)— f(z),Wi| '(z)= ff (z, )— f' (z) ,Ë h'(xz,)=0. 

因为 广 (z) 递 减 , 所 以 产 (z) 递 增 . Bo, q z2 z, BF, (z)2>0; 14 z< x, Bf , h 

(z)<0. 所 以 z 是 AKCz) 唯 一 的 极 值 点 ,上 且 是 极 小 值 点 ,可知 站 (zy 的 最 小 值 为 0， 






因此 h(x) 宇 0 gr) > f(x). i 
(3) 由 Harte zt MAh 0<b<1.a>0 是 不 等 式 成 立 的 必要 条 件 . 


讨论 以 此 条 件 为 前 提 . 
十 1 之 az 十 b 即 x? 一 az 十 (1 一 夏 之 0, 对 任意 xE1L0， 十 ce) 成 立 的 充 要 条 件 是 


A<0 即 a<201 一 b)7. 
另 一 方面 ,由 于 G= 2 rt 满足 前 述 题 设 中 关于 函数 y 一 A(z) 的 条 件 ,利用 


OMERTA arth a EERE AOD SMR y= = LU 
的 直线 的 斜率 不 大 于 a 
设 过 点 (0, 包 的 直线 与 曲线 yir 切 于 点 PCz sy) Al > =. 即 点 P 坐标 为 


(o , ) 


因为 点 P BJ pik k — (Fr?) 一 zo 二 , 则 有 


zf —b 





wa 


To — Ü 
tt = (2b)7 as Ë = To -+=(2b) F 
.该 切线 的 方程 为 y= (2b) 3 r+b. 


于 是 artb> Tr 的 充 要 条 件 是 a 宇 (26) T. 


综 上 ,不 等 式 己 十 Iaz 十 迪 了 三 对 任意 zxE[0, 十 co) 成 立 的 充 要 条 件 是 


nl D 
TAFE a.b 使 中 成 立 的 充 要 条 件 是 :不 等 式 
ODILA- b)? @ 
有 解 , 解 不 等 式 加 得 
2 一 V2 2 十 V2 
aoco @ 


因此 ,名 式 即 为 5 的 取 值 范围 ,中 式 即 为 实数 a 与 6 所 满足 的 关系 . 














归纳 与 递 推 是 论证 与 自然 数 n 有 关 的 命题 的 一 种 常用 的 数学 方法 ,应 用 范围 极 





三 ,在 高 考 和 各 级 苑 赛 中 都 占有 重要 的 地 位 . 


本 章 主 要 论述 数学 归纳 法 的 常用 技巧 及 其 应 注意 的 问题 ,不 完全 归纳 法 与 完全 


归纳 法 . 递 推 数 列 及 递 推 方法 的 应 用 . 


一 .数学 归纳 法 的 常用 技巧 








解 题 秘 言 :中 学 阶段 我 们 主要 应 掌握 第 一 数学 归纳 法 . 完成 数学 归纳 法 ,两 个 基本 


步 又 缺 一 不 可 ,而 其 中 容易 陷入 困境 的 多 是 由 nk 到 na=k+ 1 的 递 推 , 走 出 此 困境 的 常 
用 技巧 和 方法 有 : 


1. 注意 ”跨度 " 式 


1 1 ] š 
mp1: uB: q T 2 Ft 121 (n€ N" )., 
【证 明 】 D“ n=l 时 ， 


左边 一 mtt" 2 27l 
不 等 式 成 立 . 
1 1 


(2) 8 iZ n= Ë 时 , 原 不 等 式 成 立 ， M trpati 
则 当 n=k4+1 时 ， 


1 1 1 1 
F2 kit Tri ie 3kt1) 3ki1 ii 


EE ES tio ya k p b S 
i zt t a ar an 
1 
3(k+1)+1 十 1 
>1+| z + 一 | 

3 十 2 ”3k 十 4 3 十 1) 


6k 十 6 6(k+1) 
9k? 18k 二 8 3+1 


6(k 十 1) 6(k 十 1) 
9 好 十 18& 二 891 十 18 十 9 


一 1 十 


一 1 十 >l 





这 就 是 说 , 当 n=k+1 时 ,不等式 也 成 立 ， 
根据 (1)(2) 可 知 原 不 等 式 成 立 . 
[RERE] 这 里 从 n=k 3 n=kt+1 时 ,不 是 只 添 了 一 项 ,而 是 增添 了 


1 1 _ I e ee _ .. 
tan arr AES s.a assia =F Ea 


意 这 个 “跨度 式 ”否则 极 易 出 错 
B nen n> 时 ,证 明 athi tetas. 





[证 明 】 (123 n=2 时 ,左边 一 1 十 二 十 可 一 号 <<2, 不 等 式 成 立 ， 
(2) 和 假设 n= 上 (4 宇 2) 时 不 等 式 成 立 , 即 
1 ,1 j 
a a Tia Ps Saa. 
则 2” 一 上 十 1 时 


lad 1 1 1 l 
La 2 la i 1 “Zi tapi tmi 


ctitor 


1 
2 atit |" Zr 1 


1 
入 项 
<l +L L... +3r=k+1 
二 + 去 十 … 十 去 一 
—h-—. 


外 项 
故 当 n=k +1 时 不 等 式 也 成 立 . 
所 以 对 n€ N° ,n 宇 2, 原 不 等 式 成 立 . 
【 解 后 感言 】 这 里 从 7 二 上 到 nn 一 十 1] 时 增加 了 2 项 ,而 不 是 简单 地 两 边 加 


-17 一 .此 外 ,适当 的 放 缩 也 是 关键 的 一 步 


2. 正确 运用 “假设 " 步 
递 推 结论 是 建立 在 归纳 假设 的 基础 上 的 ,因此 不 用 归纳 假设 而 证 明 第 二 步 的 方 


法 ,实际 上 不 是 数学 归纳 法 . 
值得 强调 的 是 ,在 应 用 数学 归纳 法 时 ,要 防止 出 现 一 种 似是而非 的 “形式 伪证 ”， 


如 下 面 的 例子 . 
仿 暑 用 数学 归纳 法 证 明 ; 
thti Heti (n€ N H n22). 
有 人 是 这 样 证 明 的 ， 
(1) 当 n==2 时 ,1 十 直 <<2 一 去 ;不 等 式 成 立 . 




















(2 假设 xz 一 & 时 ,不 等 式 成 立 , 即 
1 1 
1 十 冰 十 本 十 …… 十 二 所 2 一 天 人 
则 当 n= 二 上 & 十 1 时 ， 


LHH teH to 


(k-+-1)° 


1 1 ] 
<lTixs 2x3 UTET 


=1+ (1-5 )+ (7-4) tet (4-a) 

即 ,此 时 原 不 等 式 也 成 立 , 

故 , 当 nmEN 且 ?位 2 时 , 原 不 等 式 成 立 . 

【思路 探索 】 上 面 的 证 明 第 一 步 是 正确 的 ,对 n 一 上 十 1 使 用 放 缩 法 证 明 命题 成 
立 也 无 错 可 言 . 问题 在 于 使 用 数学 归纳 法 证 明 问 题 时 ,在 推 证 mn 一 A 十 1 命题 成 立时 ， 
一 定 要 使 用 n= 时 的 归纳 假设 的 条 件 , 上 面 的 证 明 根 本 没有 使 用 归纳 假设 的 (*) 
Ñ ,其 实质 并 不 是 数学 归纳 法 ,所 以 其 证 法 是 错误 的 . 

正确 的 证 明 应 为 : 


【证 明 】 (1) 当 一 2 时 ,1 十 元 <<2 一 本 ,不 等 式 成 立 . 


l L. 
Iha tor i e CE 


m n _— 1 _ 


l l l 1 
ge e 


| kl 
Ti 2 kG OF: 
_ kD ,1 
SAD “ Eri 
即 , 当 n=k+1 时 , 原 不 等 式 也 成 立 . 
此 时 方 能 称 原 不 等 式 成 立 . 
3. 添 项 减 项 


B 4 设 aEN* ,nC€C N: WEH: a" 十 (a 十 1)” 能 被 a 十 a 十 1 整除 ， 
a 二 (a1) ==[a 十 Ca 十 Da 一 ata 十 1) 十 (a 十 1)?] 
=(2a+1)}laf 十 a 十 1)， 

结论 成 立 . 





14 n= k--1 RJ 


其 中 等 价 变 换 技 巧 性 很 强 . 这 里 通过 “ 添 项 减 项 "来 完成 第 二 步 的 证 明 ， 


中 又 瞄准 mn 一 上 十 1 时 的 目标 式 来 “次 项 ”, 注 意 体会 这 种 变形 方法 . 


(2) 假 设 当 n= Ë 时 ,结论 成 立 , 即 at+2 L (a+ 1) 能 被 a? Hat] 整除 ,那么 ， 





attrDt2 十 (a 十 2tDt =a e a H aH aH 

=al t + atA] at at alat 

=a[at2 + la+] atat 

HY adt 十 (ae 十 1)#+l,az 十 ae 十 1 均 能 被 十 a 十 1 整除 , 义 a 8 N° , 

kk attt aty tT pea a a 1 整除 ; 即 当 mn 一 上 十 1 时 结论 成 立 . 


由 (1) (2) 知 , 原 结论 成 立 . 
[HERA] 32 35k 138 4 MR AE Kk ARI. A EERRET E, 


t RASM 

be 设 n€ N, uE BH Tooni nO d E 
【证 明 】 (1) 当 n=1 时 ,显然 等 式 成 立 ， 

(2) 设 n 二 时 等 式 成 立 , 即 有 

,CI 十 2 十 3C 十 十 EC 一 2 

当 mn 一 上 1 时 ,应 用 组 合 数 性 质 公 式 ,有 
人 idi 

=(Q +C) +A C+E) +e Hk HODHI 
=(C +C +. +C) +G H2 十 3 十 十 有 CD) 

=2 42 e k e P7 = (k12 

即 当 ?一 上 十 1 时 ,等 式 成 立 . 

故 由 (1)(2) 知 ,nEN 时 原 等 式 成 立 ， 

【 解 后 感言 】 这 里 是 利用 组 合 公 式 C=O 十 CI 来 裂 项 ,在 整理 书写 过 程 


5 增多 起 点 
GD 证 明 : 当 ">1EN') 时 ， 
(+24 (14-i), 
H 

GERI (1) 当 n==1 时 ,左边 = 右边 ,命题 成 立 ， 
当 n=2 时 ,左边 =(1 二 2) (1 十 二 ) 一 全 >24 命题 成 立 . 
(2) 假 设 当 n= 二 k(k 之 2) 时 ,命题 成 立 , 即 

l E 
a++ +e (145 Heta >R. 
则 当 n=k +l 时 有 














左边 二 [C1 十 2 十 … 十 如 十 (k 十 1D)]| (1+4 )+ =a | 


m ub a 3 2 P s = 
tt 


1 ] 
(k+1) (++ teti) 
klkt1) 1 l l 


=P 
一 好 十 地 十 1 十 (十 ID (1 十 二 十 … 十 天) 


.: aa utasa p b = 2. 
aN k sai sss hu lp =s (x) 


MEDSE +H) XS =k +++ >H) 
XPE n=k+1 时 ,命题 成 立 . 


H (1) (2): 4 n1 时 , 原 命 题 成 立 . 
【 解 后 感言 因为 (* A 35 k>2 时 才 成 立 , 故 起 点 只 证 nn 二 1] 时 还 不 够 . 因此 


我 们 需 注 意 命 题 的 递 推 关 系 式 中 起 点 位 置 的 推荐 . 

有 时 为 了 书写 的 简略 或 证 明 的 需要 ,而 适当 对 最 初 命题 的 验证 增加 起 点 ,以 适 
应 第 二 步 归 纳 证 明 的 过 渡 , 这 也 是 一 种 重要 手段 . 

6. 适时 作 差 

HT 已 知 数列 {a,} 的 各 项 都 是 正 数 , 且 满 足 :ae =l, = Ta (4 一 au)， 
ne N. HE BH :Gnd  <2 n€ N. 
GERI (1) 当 n=1 时 ,a 二 1,a1 =a (4—a) =. 


un < di < 2 ,命题 正确 . 
(2) 假 设 n= 上 时 有 a 三 ai 过 2, 则 n= 十 1 时 


(qk Hl = a,-, (a) a (4— a) 
l 
= 2 (a; — q) — > (a, = i +a) 
l 
=> u Ta) Aa T) 
而 (e PE — a, Ü 4 a, 一 — ap >0 . = (ik —a,- <Ü 


X a, a (4—a, 一 地 [4 一 (a, —2)° ]<2 










“.n=k-+ 1 时 命题 正确 . 
由 (1)(2) 可 知 ,nEN 时 有 an Cant <2. 


D umisacNm,Gan+) 7 一 1 能 被 9 整除 


GERI (1) 当 n=1 时 ,(3 十 1)，7 一 1 一 27 命题 成 立 . 

(2) 令 f(my=(3n+1)7" — 1. 

设 n 二 上 时 命题 成 立 ,; 即 f(8) 二 (3k 十 1)7* 一 1 能 被 9 整除 . 

当 nn 二 上 十 1 时 ， 

"e fkt fi = R47 — (3k-F1)7' 

=7t(21E++-28—3kE—1)=7 + 9(2k +3) 

“OL FOE 1)— fk] 

°. 9| f(E) 

-.9| 了 (Ck 十 1), 即 当 n 二 十 1 时 命题 成 立 . 

故 对 nEN,(3n 十 1) ° 7" 一 1 都 能 被 9 整除 . 

[RERA] 对 某 些 命题 的 第 二 步 证 明 不 易 得 手 时 ,有 时 可 以 考虑 将 
(RE 十 1) 与 f(k) 作 差 .这 种 方法 在 证 明 不 等 式 或 整除 问题 中 用 得 较 多 ， 

7. 以 退 求 进 


往 罚 有 2znt1(mEN) 个 飞机 场 ,每 个 机 场 都 有 一 架 飞机 ,各 个 机 场 之 间 的 


距离 互 不 相等 . 现 让 所 有 的 飞机 一 齐 起 飞 , 飞 向 最 近 的 机 场 降落 .证 明 必 存在 一 个 机 
场 没 有 飞机 降落 . 

【证 明 】 当 w=1 时 , 设 3 个 机 场 为 A,B,C, 其 中 BC 一 AB,BC 一 AC, 则 B,C 机 
场 的 飞机 必定 对 飞 , 不 管 A 机 飞 向 召 还 是 飞 回 CA 机 场 均 没 有 飞机 降落 , 即 ”一 1 
时 命题 成 立 . 

现 假设 n= 上 时 命题 成 立 , 当 n= k-F1 时 ,由 于 机 场 之 间 的 距离 互 不 相等 ,这 
2(& 十 1 十 1 个 机 场 中 , 必 有 两 个 机 场 之 间 的 距离 最 小 ,这 两 处 的 飞机 必然 互相 对 飞 ， 
不 会 影响 其 他 机 场 . 我 们 将 这 两 个 机 场 “ 退 出 ”, 由 归纳 假设 知 „HFR 2 十 1 个 机 场 
中 ,存在 一 个 机 场 没 有 飞机 降落 . 再 把 E 出 ”的 两 个 机 场 * 放 进 ”, 可 知 2(k 十 1) 十 1 
个 机 场 中 ,存在 一 个 机 场 没有 飞机 降落 , 即 当 一 十 1 时 命题 成 立 . 

故 对 于 mrERN, 原 命题 成 立 . 

[RERA] 这 是 当 直 接 由 POI PC(k 十 1) 有 困难 时 ,根据 题 设 的 条 件 , 可 
由 PC(k 十 1) 退 到 P(E) ,再 由 归纳 假设 POA Aa P(k 十 1). 这 就 是 "以 退 求 进 的 
一 种 技巧 


















二 、 不 完全 归纳 法 与 完全 归纳 法 





解 题 秘 言 :不 完全 归纳 法 是 以 有 限 数量 的 事实 为 基础 而 得 出 一 般 性 的 结论 的 归 
纳 推 理 . 如 

引 例 1 考察 自然 数 集中 前 个 奇数 的 和 ; 

1— 1° 

1+3—4=2° 

1 十 3 十 5 一 9 一 3 

1 十 3 十 5 十 7 一 16 一 4 


由 此 可 归纳 得 出 前 n TRAMA n”. 
引 例 2 考察 f(n) 一 nw 十 n 十 11 的 值 ， 
fOD=12+1+11=13 
f2) =2"+2+11=17 
f(3y=3°+3+11=23 
f(A)=4°+4+11=31 
f(05)=5°'+5+11—41 


由 此 归纳 出 fO) 08 8 — E E: UR. 

由 于 不 完全 归纳 法 是 将 局 部 的 结论 推广 于 全 体 ,所 得 出 的 结论 不 一 定 是 正确 
的 ,如 引 例 2 中 fGl0)=10 +10+11=121=11 就 不 是 质数 ,因此 其 结论 是 错 
误 的 . 

虽然 不 完全 归纳 法 的 结论 有 时 不 一 定 可 靠 ,但 它 仍 不 失 为 一 种 重要 的 推理 方 
法 . 为 弥补 其 不 足 , 应 对 所 得 出 的 结论 予以 严密 的 论证 ,这 即 我 们 通常 所 说 的 :归纳 
一 猜想 一 一 证 明 . 

MD (2008 年 得 庆 高 考 理 ，T22) 设 各 项 均 为 正 数 的 数列 fa, } 满 足 w 一 2， 


a, 一 a ast (EN ). 
DA a =R ai sa, ,并 猜想 axos 的 值 (不 需 证 明 ); 


(2) b, =a,a, a, (n€ N` ),# b, 222 /2X4 n2>2 ER. R a, 的 值 及 数列 
tt 的 通 项 公式 . 





【规范 解析 】 (1) 因 al 一 Za 一 2 à 


K _ 3 e 
A a= ad, Z ° aaa T52 ， 


由 此 有 a = a E, 
E a a E 

故 猜 想 {a,) 的 通 项 为 a, 一 2 “” EN? )， 
庆生 a i s sess 

(2) 令 工 一 logya,,S, 表示 x, 的 前 nit 项 和 ， 
则 b, 二 25， 


JMi r =l, H r= Tm ts 

S$ 二 zi 十 zy 十 … 十 ,之 也 (z 之 2) 

AOR n= REAS Hr, 

又 zl 一 1 得 n> @ 

下 面 反 证 法 明 :zs 世 方 , 假 设 r> 

由 四 得 za Hr = (=a HEt H Eeh 

= (aa +2z.). 

DERF la 十 2z,} 是 首 项 为 Zi 十 2, 公 比 为 万 的 等 比 数列 , 故 z. Hr = 
(zs +2) T (n€ N ) @ 

LADA T, 一 本 zs i [ z, — =a ) = Ttr 

= (zmz). 


因此 {Zoi1 一方 T,} 是 首 项 为 zs 一, 公 比 为 一 2 的 等 比 数列 ,所 以 


ži ;z= (zy 一 五) CDT REN) (> 
由 图 一 回 得 
Š n= tD (ny) ODT EN @ 














对 寻求 和 得 


—S,= (z T2) e (a= 


° (n€ N ) D 


由 题 设 知 Sa >S ANAIE r> A 


人 


(zs+2)(2 一 二 ) 一 (> r) m Reen). 





1 、. 2+] _ l 15 
aalay) m  <Gm+2(2—z ]) q <+ REN D. 
6zs 十 六 
即 不 等 式 2 — < —— 
E 


FREN A 3 ik X + s 8 6), FA. 


因此 r< eO X 六 一 村 ,因此 a, 一 22 = /2. 


将 x, 一方 代入 四 式 得 S,—2—2 tnEN: ), 
] 


TN Pp 





Pf zÀ b, —= 2, = 2" 一 


WD aml HA Hi t rO Om€N ), 是 否 存在 的 整 式 g(n), 使 得 等 式 


a 十 十 @; 十 … 十 a 二 g(a, 一 1) 对 大 于 1 的 一 切 自 然 数 都 成 立 ? 证 明 你 的 结论 . 








[8] 假设 g(n) 存 在 . 
=! a=? BJ, H a, = g(2)(a; 一 1) 即 


1=g(2) (145-1). 


解 得 g(2)=2. 
当 n=3 ht, H ai Fa: = g3) Cas — 1) Bp 


1 Li 
1+1 十 万 一 g(3) (1 + 1). 


解 得 g(3) 二 3. 
当 = 4 H.H a, Tda; +a, =g(4)(a,—1),BI 


l ll 
1 十 1 十 村 十 1 十 二 十 可 一 &(C 人 (1 十 到 十 可 十 下 一 1)， 


解 得 g(4)=4. 
由 此 猜想 g(n) =n(n2>2). 下 面 用 数学 归纳 法 证 明 ，; 






(ym n=? 时 ,ai 一 1,g(2)(as 一 1D) 一 2X 本 一 1 结论 成 立 . 


(2) 假 设 当 n= 一 k(k 宇 2) 时 结论 成 立 , 即 
a, Haz: ta; +1 +a Sklar 1) 

则 当 n=k+1 时 

aja, +a- Har “kla 1) +a, 
=(k+])a, —k=(k+ l)a,—(k+1)+1 


=+) (atri) G@&+DG 1) 


这 说 明 当 n= 上 十 1 时 ,结论 也 成 立 . 

由 (1)(2) 知 对 一 切 大 于 1 的 自然 数 n, 存 在 gO) =n EFR a Ta pe E 
二 g(n)(a. 一 1) 恒 成 立 ， 

【 解 后 感言 】 例 1 属 归 纳 型 问题 , 例 2 属 存在 型 问题 ,我 们 常用 "归纳, 猜想、 证 
明 ” 的 方法 来 解决 与 自然 数 有 关 的 归纳 型 和 存在 型 问题 ， 对 于 这 类 问题 ,由 于 结论 未 
正面 给 出 , 故 需 经 过 一 番 仔 细 观 察 . 分 析 ,归纳 ,猜测 出 合理 的 结论 然后 也 以 证 明 . 
短 鲍 ”自然 状态 下 的 鱼 类 是 一 种 可 再 生 的 资源 ,为 持续 利用 这 一 资源 , 需 从 
宏观 上 考察 其 再 生 能 力 及 捕 措 强度 对 鱼 群 总 量 的 影响 , 用 =, 表示 某 鱼 群 在 第 nn 年 
年 初 的 总 量 ,nEN* , 且 zi 盖 0. 不 考虑 其 他 因素 , 设 在 第 n 年 内 鱼 群 的 繁殖 量 及 被 捕 
BERS, 成 正比 ,死亡 量 与 >; RER AE 比例 系数 依次 为 正常 数 a,b,c. 

(I)3R x, ,1 与 x, 的 关系 式 ; 

CT) 猜测 : 当 且 仅 当 zi1 ,a1b,c 满足 什么 条 件 时 ,每 年 年 初 鱼 群 的 总 量 保持 不 


变 ?〈 不 要 求证 明 ) 
(MD a 二 2,c 二 1; 为 保证 对 任意 T| € (0,2) ,都 有 TI, >0,nC€ N , 则 捕捞 强度 b 


的 最 大 允许 值 是 多 少 ? 证 明 你 的 结论 . 
EJ (J ) 从 第 年 初 到 第 n 十 1 年初 , 鱼 群 的 繁殖 量 为 az, ,被 捕捞 量 为 zw， 


死亡 量 为 czw, 因 此 
r, Tp az, —bz,—cz, n€ N° ( *) 
即 z =xz,(a—b+1—cz,) „nE N" ( * %) 
(Hl ) 若 每 年 年 初 鱼 群 总 量 保持 不 变 , 则 z, EEF zi (n€ N° ), 从 而 (* JR 


Ca 一 68 一 cx,) 恒 等 于 0; 所 以 a 一 b 一 cx 二 0， RP x, 二 二 
因为 Ti >0, Hr EA a >b. 
W B U a> B z, 一 “一 “时 ,每 年 年 初 鱼 群 的 总 量 保持 不 变 














CDE b HEER t, >0,n€E N" , H T1 =z,(3—b—xr,),n€ N° , H| 0<zx,<3 
一 b. 特别 地 有 <r <3 — b, B] 0<%bp<3— zi. T zi € (0,2), Ar b€ (0,1]. 由 此 猜 
W 5 的 最 大 允许 值 是 1. 
下 面 证 明 当 z, € (0,2),b=1 时 都 有 z, € (0,2),n€ N° ; 
(1) 当 nn 二 1 时 ,结论 显然 成 立 . 
(2) 假 设 当 nn 一 上 k 时 结论 成 立 ; 即 z, € (0.2). 
194 出 当 a= 4-1 时 ,zx 二 x (2 一 吉庆 0, 
及 因为 te z, (2—znI,)=—(x |, —1)° +1=<]<2, 
所 以 T} E (0,2). 
故 当 a= kl 时 结论 也 成 立 ， 
由 (1)(27 可 知 , 对 任意 的 n€ N" ,都 有 r, E (0,2). 
综 上 所 述 ,为 保证 对 任意 z, € ODRA z. 2>20,nC N° , 则 捕捞 强度 5 的 最 大 
允许 值 是 1. 
[RERA] 本 题 充 分 体现 了 前 面 所 说 的 “归纳 一 一 猜想 一 一 证 明 " 的 解 题 思 
想 方 法 . 








=. š 3 #& pl 





解 题 秘 言 — Mi FAA (a) B WE Sk T mi B] W E g TE # 

an = f(a,_ a, z, au)» 

由 这 个 递 推 关系 及 个 初始 值 确定 的 数列 ,叫做 递 推 数列 . 

等 差 数 列 满足 e+ 三 2a+i — a, ,是 二 阶 线性 递 推 数列 ;等 比 数列 满足 a = 
gas， 是 一 阶 线性 递 推 数列 ， 

递 推 数列 的 热点 问题 首先 是 求 通 项 , 求 递 推 数 列 通 项 的 方法 较 多 ,也 比较 灵活 ， 
但 就 高 考 而 言 ,我 们 主要 应 掌握 其 最 常见 的 方法 ,将 所 给 数列 转化 为 等 差 数列 或 等 
比 数 列 来 解决 问题 . 


@E coor kam. T2D p,q 为 实数 ,a,8 是 方程 z* 一 pz 十 g 二 0 


的 两 个 实 根 .数列 {xz} 满足 z = p. z, =p q, z, = pr, — qi I (n=3,4,--). 
(1) uË HH a B= p ap q; 
(2) 求 数列 {zx,) 的 通 项 公式 ; 


(DA p=1q= Riz) 89 n HM S,. 





















+q=>a+ p= pah = q.» 


(H )ip(I)#8 at= p, aB= q. 

从 而 zr = pz, ;一 gr *| 5 N, 

t, =lat B) t,- pT- (n=3,4--.2. 

n da ==. ¿ax (n=) 

令 yy, 二 Xx, 一 ax,1(n 二 2,3，…), 则 有 

ys = z; —az = P' = 

Y, =By,- =F y, = =R y =F (n>3). 

KE n223 Hyr, Sapi Ty, =az,- TË 
=alaz, i +8 f =F =a z :十 (oag +f) 
Dea tag te pte + f +E. 

而 xz =at, z, = la+ p) —aB=a +aB+ Ë ， 

所 以 当 n2>23 时 ,一 a Hete É +. +a +f. 
KA n2>1 RA r =a" ta pHa Ë ++ +f. 


n+l rmt+l 
as aB B}, 
A r, = cx 一 月 
(DE, a 一 BB 时 ， 
1 
(H) p=1l.=- M a=8= 


这 时 z=(nt DA- 

其 前 nn 项 和 为 

S =28 +38 +e + (n+ DA 

=1+* p+28 +3 ++ an+, 
gS 一 8S =p +g +E +f -nt a B AA 


+1 
=E atog” -fF a-p. 
SEA 
Š B= >l g= 9 " 


L 
n+ 1 
£ S = 2 I] 人 9? 


2 


o 7 十 3 
9" 





【解析 】 (I 了) 由 于 a,8 为 方程 z 一 px 十 gq 二 0 的 根 , 则 (zx 一 a) (zt 一 有 二 x — pz 











【 解 后 感言 】 Ab, FEJA AA aa 十 如 十 ca= 王 0 可 等 价 地 改写 成 
an+? Uâ, “Rant 一 aa) 或 apy — Pant —a(a,,, —Ba,) 8 $F Wó A. B] (a... — 
aa, 以 及 {ail 一 如) 都 成 等 比 数 列 , 分 别 求 出 通 项 后 再 联 立 解 出 ea 即 可 .这 里 a8 
是 方程 az 十 bz 十 c 一 0 的 两 个 不 等 实 根 ， 
也 可 用 下 法 求 Qun: 
H ap XK Å aa,4s 十 ba,41 十 ca 二 0 的 特征 方程 ax 十 br 十 c 二 0(a 隆 0) 的 两 根 . 
(1) 当 a 天 8 时 ,av 一 Ao" 十 B8 
《2) 当 a=B W sa, = (An+ Ba". 
其 中 常数 A,B 由 初始 值 用 待定 系数 法 决定 . 


82: (2008 年 安徽 高 考 文 。T21) 设 数列 {a 满足 a =a,a  =ca, +1—c, 


nmEN” ,其 中 ac 实数 , 且 c 天 0， 
(1) 求 数列 {a,} 的 通 项 公式 ; 


(2) 设 a= e= b, —n(1—a,) ,nEN" , 求 数列 {5.)} 的 前 n 项 和 5S,: 





(3) 若 0<a,<1 对 任意 nEN' 成 立 , 证 明 0<c 委 1， 

[R] (方法 一 ; ai 一 1 二 clCa, 一 1)， | 

"H a21 时 ,{a, 一 1 是 首 项 为 ea 一 1, 公 比 为 ec 的 等 比 数列 

ramla Dr Ma maD 

当 a=1 时 ,a, 一 1 仍 满足 上 式 . 

“数列 {a,} 的 通 项 公式 为 a, 二 (a 一 1)c” 十 1(nEN"'). 

方 潜 二 ; 直 题 设 得 n>2 时 ;a 一 1=cCa_ ,—D= (a, ,—1)=. = (a 一 = 
(a e 

“a =(a—1l)e" 十 1. 

n=1 f.a =a WW EEA. 

“ la HAMARA a, =la l 十 1(nEN'). 





(2) h (D4 b, =n(1—a)c" ! =n( >). 
S, =b, tate +b = +2(T) Heta), 


ls=(1) + 2(1)++@-5(T)+0 (4). 


2 
2 #" Fi 
sinetti] ret oi) 









C++ 全) 人 
[HGY 


s z up A 
5, 一 1 十 二 十 


. l 

*.S=2 一 (2+n) [— ) 

(4) 证明: 由 (DD) 知 a 二 (a 一 1)e” H. 

若 0 过 Ca 一 1)c” 十 1 之 1, 则 0<(1—a)ce" 一 1， 
-1 . 

Oa Sall, .0<c" <= (n€N J. 


H C o 对 任意 nEN" R.A c>0. 

下 证 |<1. 用 反 证 法 ， 

方法 一 ;假设 >l. 由 函数 f(x) 二 c 的 函数 图 象 知 , 当 n 趋 于 无 穷 大 时 ,co” ' Š 
FERK. 

ne < HRE n€ N` ER PAT. 


Sy c<1 ` w 0<¿=1. 


: 1 aN 1 
方法 二 :假设 >l Ne < "lg ! —log, Ia 








即 n—1<—log. ——(n€ N° ERY. w) 


la 
“ë e 为 常数 ， sl * ) 式 对 ne N' 不 能 恒 成 立 ,导致 矛盾 . 
c=1. .. Lesl. 
【 解 后 感言 】 一 般 地 , 若 递 推 甘 系 式 ap — ca, 十 d( 其 中 c,d 为 常数 , 且 c 雪 0， 
c 天 1) 可 等 价 地 改写 万 








<) (Cx) 


er =a 
d 
则 (ar E ) 成 等 比 数列 .实际 上 ,这 里 的 Tz 是 方程 一 eT 十 4 ñi. 


3 

WQ (200s 年 区 西高 考 理 T22 BABA la.) KED a =p = 
34, 
pa sl 
(1) 求 {a,} 的 通 项 公式 ; 


— 1 l (==) n= ] 2 
(C2) 证明: 对 任意 风 x>), ZIT (TTx): 3. , 








 n=1,2, 1. 

















(3) 证 明 : tai +a, +=. "+a, > 


【规范 解析 了 (1) 。 . a+ 一 22 Fl’ 











rs 


— —. T rr 


IFz (Tx 


_-_ 上， 
” mW a 


原 不 等 式 成 立 . 
(3) 由 (2) 知 ,对 任意 的 r>, A 


a, ta; + +a, 2 eeel 


PET (+r) 


EPET E 


"T (O+ A 3 
_—1/2 4 21 
取 z 一 二 (本 十 到 十 +] 











_ m 
He L (1-5) i 
2 


= m > ..。 原 不 等 式 成 立 ， 
n 十 1 一 本 ntl 
小 结 ; 上 述 凡 种 是 常见 的 题 型 ,有 甚 固定 解法 ， 下 面 是 可 化 为 上 述 三 种 题 型 的 特 


丈 数 列 问题 : 
(l)a, = bat (b>>0,a,2>0) 
取 对 数 有 lga,,, =alga, 十 lgb; 可 化 为 例 2 点 评 中 的 (* JA; 


则 a, ta; Heta, = 








(Dan == “r (a#0) 


L: Par e HE ,可 化 为 例 3 点 评 中 的 (* ) 式 ; 


a 


(3)a “aa, Hb" O0) 





+1 Cr 十 1 _ 4a a iia 
BARRAS Ay =+ 
令 z, = WE z... = r-i ATEA 2 点 评 中 的 (* ) Ç. 
四 . 递 推 方法 的 应 用 
— 


解 题 秘 言 ;通过 建立 递 推 关系 来 解决 问题 的 方法 ,我 们 称 之 为 递 推 方法 ' 它 也 征 
解决 与 自然 数 呈 有 关 的 问题 的 利 厚 ， 
Bo 已 知 方程 ar 十 br 十 c= 二 0Ca 关 0) 有 实 根 zi (z; „i£ p=” tar a 


pi 200 
+. = n + rs 





试 求 ar 十 bg 十 cp WHE. 

【思路 探索 】 这 里 的 p,q,r 与 自然 数 n 相关 ,不 妨 设 a, = z + xl, AOR IH 3 38 
ERRARE. 

[ 8] Ba S ritr (x) 


IK a x° +bzr+ ¿=Ü 的 两 实 根 A) 3t? g] 


b A 
Al *T' == m m = 
a a 


则 一 二 ao， 一 {xi 十 Zz) (x 十 zx) 











=r +z zi ze (aY T zz ') 





Ç 
| Ta s 


即 a + an, FD * ap He’ a, 50, 

在 (x ) 式 中 取 n=2008, W] a ° dasg Fb ° az FC ° arar = 0, 

即 ar+-bq+ cp= 0. 

【 解 后 感言 】 这 里 设 出 通 项 后 ,实际 是 回 构 递 归 关 系 式 ,同时 也 可 以 看 出 前 述 
例 2 点 评 中 的 特征 方程 的 来 历 . 


GD HENE ABCD 边 长 为 ,以 各 顶点 为 圆心 . 边 长 为 半径 在 正方 形 内 


画 弧 ,得 四 边 形 A B, C Di. 仿 此 作 图 得 四 边 形 A: B, C, D, ,A;B3C3D;,，…, 求 所 有 这 
些 四 边 形 面积 的 和 . 

【 解 】 由 作 图 可 知 , 所 有 四 边 形 A.B;C;D;(i 一 1,2,3,…) 均 系 正方 形 , 其 面积 分 
p) 人 (i=1,2,3,…), 

如 右 图 所 示 , 设 第 ”个 正方 形 A,B,C,D, 的 边 长 为 A, E, B. 
a,,E,,F, DALAW A,B, 和 C.D， BPA. 

易 证 八 D,A,iiCs 为 等 边 三 角形 , 且 4 ,C+ 在 
E,F, 上 . 





. 3 

re lAa Fa =La, 
X |A,,..C,+ | —=2a,,, D, ri C, 
依 Arif FGE i Aaaa m E.F; =a; 

得 /3a, 一 V2a, ;一 an 


H ar+1_V3 一 1 
得 





故 {S;} 是 以 a: 为 首 项 ,2 一 3 为 公 比 的 无 穷 递 缩 等 比 数列 ,所 有 这 些 正 方形 的 
面积 之 和 

E 

1 一 (2 一 3) “° 

【 解 后 感言 】 对 代数 、 几 何等 实际 问题 一 种 方法 是 直接 剖析 an 与 Qi 之 间 的 

关系 导出 递 推 基 系 式 , 若 用 这 种 方法 不 能 得 手 时 , 则 采用 从 aara >a, 探 


求 出 递 推 关系 式 ， 





a°, 








; ENE s oaa i CL qa Ol pu aps 
2. 证 明 :1 wt 11 Erma F "a TT k; 


. 证 明 ; 当 nn 为 正 奇数 时 "十 y" 能 被 十 y 整除 . 
4. 若 nEN" ,证明 ; 二 十 如 十 十 辜 十 … 十 2 十 1 = 
, 证 明 :62 十 3*+2 十 3" 是 11 的 倍数 . 

6. 设 数列 {a} 满足 a =a na, Fl,n=1,2,3, 6° 


(1) 31 a =? 时 , 求 az rda rda ,并 由 此 猜想 出 a, 的 一 个 通 项 公式 ; 
(DS a, :之 了 时 ,证 明 对 所 有 的 n>=1 有 : 





KaJ 


nt2n: +1) 
D ` 


T 


] L e ¿2 L: 1: 

Q@a.>r" 十 2: 四 T 计 TiTa tira 7 ' 

. Bas 为 常数 , 且 a, = 二 3” — 2a,- (N 为 正 整 数 ). 
C1) 证明 对 任意 a 之 1,0, 二 去 [3" 十 (一 1 ?X2"] 二 (一 1)"X2"aos 


(2) 假 设 对 任意 n 宇 1, 有 a, 之 a,_1: 求 ao 的 取 值 范围 . 
. 证 明 对 任意 n 个 复数 ,都 有 : 
yı (cos, Tising > * y (cos, T isin0,) * = * y, (cos, + isin0, ) 
= y) Ya y,[cos(0, +0,-+- + 0,)--isin(0, +0,-F--- + 0.) 1 
9. 探求 ,具有 形 如 N= 11-:1222---25 (n€ N' ) 的 数 是 否 为 完全 平方 数 ? 你 能 证 


《一 1) 直 1 a 


一 


o0 


明 吗 ? 

10. 问 平 面 上 天 个 圆 最 多 能 将 平面 分 成 多 少 个 区 域 . 

11. BA f(z) = VETA f. Ca) = teen F. 

12. 在 数列 {a,} 中 sl =2,H 3a,+1 = 2a, — 3. 求 通 项 (r 

13. Z m 为 非 零 实 常数 ,数列 (la, Mi E (n + 1)a,,, — (m+ n)a, T ma, = 0(n € 
N), H a =l,a, =m, an. 

14. 正四 面体 楼 长 为 4, 以 名 个 面 的 中 心 为 顶点 作 内 接 正四 面体 ,如 此 连续 下 去 , 求 
所 有 正四 面体 表面 积 之 和 ， 

15. 在 数列 {a,} 中 ,a 二 1,as =2, H ante = Aant 30n R an 

16. 某 城 市 2007 年 末 汽 车 保有 量 为 30 万 辆 ,预计 此 后 每 年 报废 上 一 年 末 汽 车 保有 
量 的 6% ,并 且 每 年 新 增 汽车 数量 相同 . 为 了 保护 城市 环境 ,要 求 该 城市 汽车 保 
有 量 不 超过 60 万 辆 ,那么 每 年 新 增 汽车 数量 不 应 超过 多 少 万 辆 ? 








实战 秘 修 十 二 答案 与 提示 


1. (1) 当 mn 一 1 时 ,左边 一 1, 右 边 一 万, 左边 > 有 边 ,不 等 式 成 立 . 








(2) 假 设 xn 二 kKREN* ) 时 不 等 式 成 立 , 即 1 十 本 t Heta > 


当 n=k +1 时 ， 

1 :1.1 kl1 
i tagte ta >g t? zi J 
A — 

+ ly 


“一 上 十 ] di 
由 (C1) C2) 可 知 :1 十 万 十 二 十 eoir STOEN) 


_ _ dl lay l _ 1 
2. (1) n=1 W, £ =l 7 ;右边 IFI 9 ‘FARY. 


(2) 假 设 当 n=k ME 1. 


a AE E SA ES AA 


T 1 2k k+l k+2 2k 
Wj akti 时 ,有 
DII TD OTD 
"irp HT ESY 
=h teta tartar 
ww 





即 当 n= 上 十 1 时 ,等 式 也 成 立 ， 
根据 (1),(2) 知 ,对 于 EN FARY. 
3. (1) 显 然 , 当 7 二 1 时 ,命题 成 立 ， 
(2) 假 设 当 n=2&k 一 1(kEN) 时 命 肿 成 立 ， rty a Hy =E) 
则 当 n=2k+1 时 ， 
tl i= yy y 
=a a F ata a 
{ry | 1 + 1) X(rz+y)[(z=+y)(z—y)y” ` 
"ry | ry) 
即 , 当 n=2k+1 时 ,命题 成 立 . 
由 (1),(2) 知 ,对 所 有 的 正 奇 数 ,ze 十 y" 能 被 工 十 y 整除 








4、(1) 当 二 1 时 , 原 式 左边 为 1 一 1, 原 式 有 边 一 一 一 1, 所 以 原 式 成 立 . 


(2) 和 假设 当 n 二 k(kEN" ) 时 , 原 式 成 立 , 即 有 
kR? 二 1) 
+: 





PHH 十 她 十 十 2? 十 1 一 


当 n= 二 上 十 1 时 ,两 边 同时 加 此 十 (& 十 1)” 有 
H+ HHH HH eta +I 


Fa 
RORI je 二 (十 1)? 一 二 [2 如 十 十 3Ck 十 1)? 十 3k?] 
3 3 


= [k@ktDG+D+3G@+DJJ=y(k+D[2G+ D: +] 


于 是 当 n=k& 十 1 时 , 原 式 也 成 立 ， 

由 (1) (2) 可 知 , 当 nEN"” , 原 式 都 成 立 ， 

(CD 当 m1 时 ,62x: 十 3i+: 十 3 一 66 是 11 的 倍数 . 

(2) 人 很 设 n= 二 k(kEN" ) 时 ,命题 成 立 , 即 6* 十 3:+? 十 4 是 11 的 倍数 . 则 当 x= k+1 
Hf, 

Be 4 3513 十 3t+1 一 6 十 3 十 3 

一 36。6 闪 十 3。3 43 + 3' 

一 33 - 6#+-3 。62 十 3。3 +3 + 3' 

一 33。6# 十 3(64# 十 3 十 3 )， 

由 假设 可 知 3(6# 十 3% 十 3 是 11 的 倍数 ,而 33 ° 6* 也 是 11 的 倍数 ， 
BJ n=k+1 时 , 原 命 题 正确 . 

由 (1)(2) 可 知 , 原 命题 成 立 ， 

. CDH a =? 得 as =a; —a, +1=3, H a: =3 得 as =a, 一 20 十 1 一 4， 
H a, =4348 a =a 一 3as 十 1 一 5， 

由 此 猜想 a, 的 一 个 通 项 公式 :a, 二 7n 十 1(n 之 1) 

(2) 中 用 数学 归纳 法 证 明 : 

(2) 当 n= 二 1 时 ,al 主 3 二 1 十 2 不 等 式 成 并， 

Cb) 假设 当 n= 上 时 不 等 式 成 立 , 即 a 之 £ 十 2, 那 么 

d+) = ak (a, —k)+12>(k+2)(k+2—k)+12k+3, 

即 当 n=k +1 时 ,ay > (k+1)+2. 

根据 (a)(b) ,对 所 有 n=l, H a, Zn + 2. 

OH a =a, (as n) H1 RQ, Rf kZ A 

a, “ai (a —k+1)+12a- (k 1+2—k+1)+] 

=2a, +1, +“ 

na a t 十 … 十 2 十 1 一 2 《ai 十 1) 一 ] 














Í 1 1 1 
是 i 干 Sa OA 1 k=? 











A 1 1 1 < 1 1 < 1 
"ita SITa Iras I Ta a 
2 | 
<ia 143 2° 


.《1l)(a) 当 m 一 1 时 ,由 已 知 a =1—2a FARE. 
(WOBR H n=k > DH ŽAR, B 


a= [3 + (— 1 xX |+ (— 15 X Zao 
那么 a, 二 3° 2a; 


=3— [3 t (— 1 x === [yta 
=H HDAN JHD 2 a 


也 就 是 说 , 当 n=k+1 时 ,等 式 也 成 立 . 
根据 (a)(b) 可 知 等 式 对 任何 正 整数 n 都 成 立 ， 
(2) 由 a, 通 项 公式 可 求 得 
u Cuan Gae P ib s U Aga 


aq, a,-1 5 
知 a, >a, (n HERSO FTF 
CD (Ga DS (n 为 正 整数 ) O 
(a) n=2k—1,k=1,2,--N ORNA 
3 Ek— 3 
(D4 (Sa —1)<(—) 


1713\ 3 1 
即 “<s[7) t5 
从 式 对 上 一 1 ,2 
都 成 立 , 则 有 
a <— ( >) Eg 5 


(b) 当 n=2k,k=1,2 BJ , DAE 3⁄8 


(—1)2 (a —1)< (> ) 


g a >-1L(3) +4 


+(—1)"X3X2" la 


Ee 






“加 式 对 人 = 1,2… 都 成 立 ,有 


a> (T) ++ 


综合 (a)(b) ,OD 式 对 任意 正 整 数 都 成 立 , 则 有 <a < 村, 故 as 的 取 值 范围 为 
(0,5). 
8. (1) 4 n=1 HJ, FARAR. 
4 n=2 时 ,有 
yı (cos0, + isin0,) * y: (cosh; + isinĝ: ) 
= y, r; [ cosñ, cos), — sin, sin0, + ¿sin0, cosh: + icosh sin, | 
=y rÍ [cos(0, +0,) + isin(0, tO )] 
即 n=2 时 ,等 式 也 成 立 . 
(2) 假 设 当 n= 二 k(k 宇 3) ,等 式 成 立 . 
即 
y, (cosñ, +¿sin0,) * + * y, (cos0, + isin0,) 
=y se = y, [ cos(0, H= +BÜ0,)-Fisin(0, tHe tHe) 1 
BM n=k +1 时 ,有 
yi (cos, + isin0,) * + * y, (cos, T isin0,) * Yir, (cos0,,  isin0,, ) 
z i separa y,[cost0 十 … 十 的 ) 十 isin( tHe tA) ] ° Yyy; (cos0,,, T+ isin0,,,) 
=y t. yy, A [cos(0, +t e tO) T'isin(0, +e +0, FA] 
其 中 最 后 一 步 等 式 是 由 n=? 时 等 式 成 立 所 得 ， 
所 以 当 ?2 一 & 十 1 时 等 式 也 成 立 . 
综合 (1)(2) 知 ,对 一 切 自然 数 n ONS AT. 


9. 25=5 = (1 ) 
1225=35? ten] 


112225=335 = (1215) 


11122225 =3335? 
sy 
10" 十 5 
猜想 11.…1222.…25 一 33…35 一 (一 >) (x) 


(9 一 3) 个 1 etè (w—1)+3 





下 面 的 任务 就 是 证 明了 . 
N =11---1222...25 
O 
(n—1)?1l1 t? 
一 102 71 4107 4 10t 十 2(10" 十 10” |+. 10)+5 








=10"'. Baom -n+ Paor- +s 
=- (10 +10 +25) 

D 1045y 

=> a0 +5 = (——) 


…( 关 ) 式 成 立 ， 
“10" 十 5 的 各 位 数字 之 和 为 6 ,3| (102 十 5) 
故 N 为 一 完全 平方 数 . 
10. 1 个 圆 将 平面 分 成 两 个 区 域 即 a = 2. 
2 个 圆 最 多 能 将 平面 分 成 4 个 区 域 , 即 a, 一 4. 
画图 知 ,3 个 圆 最 多 能 将 平面 分 成 8 个 区 域 , 即 a, = 8. 
4 个 圆 最 多 能 将 平面 分 成 14 个 区 域 , 即 as — 14. 


s.l — i, =2=2X l,a; —4a|| 7452 X2, 
a, —a| =6=2X 3 as —a, F852 X4, 
a,—a, ,=2X (n— 1). 

以 上 各 式 相 加 即 得 


oo, 一 由 一 2[1 十 2 十 3 十 … 十 (mn 一 D)] 一 全 一 和 站 X2 





G, =p —n+ 2 


WEHE n TEARS 8538 3F BLR n nt? 个 区 域 . 


11. f, (x)= f(D 有 


MSN: J.G) asr 下 面 用 数学 好 纳 法 证 明 ， 
34 n=1,2,3 时 等 式 成 立 . 

=== s 
假设 当 n= 上 时 ,等 式 成 立 , 即 f, (z) re 


蜀 当 == 上 十 1 时 ， 












T 


VIF kz _ = 
fa (= Lf, — ia ` LTG TID 


1+ (A 








即 n=k +1 时 等 式 也 成 立 . 
综 上 可 知 对 一 切 nEN” ,f,(7z) 二 一 一 一 均 成 立 . 





"AE 
12.【 解 】 OBRA. Tal 0 
H anı e= (a, toO @ 
比较 中 ,名 得 c 一 3 
HQS anı +3=> (a, +3) 
故 数列 {a, 十 3) 是 等 比 数列 . 


又 已 知 a 一 2, 则 a4 十 3 二 5, 公 比 为 也 
-as 十 3 一 (wm 十 3)， (2) =s. (5) | 


2 3 4 m” 
13. 易 求 a = a = a = 猜想 de » n) 


注意 : 若 只 求 出 cvas , 则 易 误 认为 :0, =g pp T 
这 里 说 明 适 当 增加 故 举 数 可 以 提高 猜想 的 置信 度 . 用 数学 归纳 法 证 明 略 - 
14. 记 AAB, =a,A,B, =a, TF An B. = A.B, 








ant l > rla 
Ma aS Cg? 


故 {S,) 为 无 穷 递 缩 等 比 数列 ,其 表面 积 之 和 为 s= 


— 


e os 
] 一 


15.【 解 】 ca = 4an} — 3an ante —a,a i = Ilat —a,) 
ce {ant Gu } 成 等 比 数列 ， 
故 as 一 am 一 (az 一 44)3 一 3 D 
M aata = Aant Ian Ant —Ba,+i = (a,+1 —ja,), 
{ant1 一 3a,} 成 等 比 数列 ， 
IK an — 3a, = Caz — 3a; ) + 1" 一 一 ] @ 


由 加 四 两 式 得 :ao, 一 村 (3 一 十 1]) (n€ N) 

















16. BE 2007 年 末 汽 车 保有 量 为 a1 — 30 万 辆 ,以 后 每 年 末 该 城市 汽车 保有 量 依次 为 
a 万 辆 "3 HH.” sln 万 辆 ，… ,再 设 每 年 新 增 汽车 + 万 辆 , 则 
aa 一 au(1 一 6 和 ) 十 z= Sa, +r 


47 _3m 
50%" 50 


MEL 


Aa +m=š (a, +m), Wj a... = 


= 





_ 47 
ARA Cr+l 一 zgo 


21 s= oer au 一 (z) 


比较 系数 得 m— — 


x 90 30 
由 定义 知 , 新 数列 {a, 一 “3z} 是 公 比 9 一 让, 首 项 a a = 30 — E HW 3 
列 ,出 


(84 3— 20 BJ z<— 时 ， 30= a >a; >a, > Zaa, 8 a, <60 ffi 
成 立 . 
(2) 当 3— <o Bj Er e ea 二 时 ,a La: La, < = `< q, <a,+1 < :故此 时 使 a, 60 


恒 成 立 的 充 要 条 件 是 : lima, =” <60, Bp <Ë =3. 6. 
综 上 所 述 ,可 知 每 年 新 增 汽车 不 应 超过 3. 6 J 38. 











立体 几何 是 高 中 学 段 的 主要 内 容 之 一 ,而 空间 的 线 面 天 系 又 是 立体 几何 的 主要 
研究 课题 . 在 线 面 关系 的 研究 中 ,一 是 关于 线 面 的 定性 研究 ,如 平行 、 腊 面 .垂直 等 ; 
一 是 关于 线 面 的 定量 研究 ,如 线 线 . 线 面 面 面 之 间 所 成 的 角 和 距离 . 这 类 问题 理 所 
当然 地 成 为 高 考 的 热点 内 容 . 


一 、 求 空间 角 的 常用 方法 


NREC 
II 





1. 定义 法 
RERE : 求 空 间 角 的 大 小 ,一 般 是 根据 相关 角 ( 如 蜡 面 直线 所 成 的 角 、 直 线 和 
平面 所 成 的 角 , 二 面 角 的 平面 角 ) 的 定义 ,把 空间 角 转 化 为 平面 角 来 求解 . 


He (2008 年 北京 高 考 理 ，T16) 如 图 ,在 三 楼 


#: P— ABC 中 ,AC=BC=2, Z ACB= 90°, AP = BP = 
AB,PC | AC. 
(I ) 求 证 :PC LAB; A > B 
(DREA B 一 AP 一 C 的 大 小 ; 
(CDRA C 到 平面 APB 的 距离 
(T) 证 明 ; 取 AB 中 点 D, 连 结 PD,CD. 
*AP=BP, 2. PD AB. 
`“ AC= BC, *.CD LAB. 
“PDNCD=D, .ABJ| 平面 PCD. 
"* PCC 平 面 PCD, -. PC LAB. 
(I) AC=BC,AP=BP, 
“. AAPC2ABPC. 
又 PCLAC, 
^. PC | BC. 
yx. ZACB=90°, B| AC | BC, H ACNPC=C, 
“BC 上 平面 PAC. | = 
EZ AP h 8 E. 连结 BE,CE. 
'' AB=BP, .BE | AP. 
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` EC 是 BE 在 平面 PAC 内 的 射影 ， 








2. CE | AP. 

ABEC R. — m fi B— AP—C 的 平面 角 ， E 

# ABCE 中 , Z BCE= 90°, BC=2, BE =Ë P >B 
ABS, _, 

a _ BC_ 6 i 

"sin / BEC= pg = 3 


二 面 角 B 一 AP 一 C 的 大 小 为 arcsin V6 


3 
(HI) BR. 
【 解 后 感言 】 求 两 平面 所 成 二 面 角 的 大 小 ,一 般 是 先 根据 二 面 角 的 定义 ,作出 
二 面 角 的 平面 角 , 然 后 在 三 角形 中 求解 . 代数 法 也 不 失 一 般 性 . 


82: (2007 年 天 津 理 文 . T19) 如 图 ,在 四 楼 锥 P 一 了 


ABCD 中 ,PA L ŠM ABCD, AB | AD,AC LCD, ZABC= 
60" ,PA 二 AB= BCO,E 是 PC 的 中 点 . 

(1) 求 PB 和 平面 PAD 所 成 的 角 的 大 小 ; 有 

(2) 证 明 AE | 平面 PCD; é 

(3) 求 二 面 角 A 一 PD 一 C 的 大 小 ， B 

【规范 解析 】 OLJ 在 四 棱锥 P— ABCD F, PALKE ABCD, ABC 
mi ABCD, i PA LAB. 

X ABl AD,PANAD=A, Am ABL 平面 PAD. 故 p 
PB 在 平面 PAD AKEHE PA, WW ZAPB 3 PB fl | 
平面 PAD 所 成 的 角 . 

在 RiAPAB 中 ,4AB=PA, 故 一 APB 一 45"， 

.PB 和 平面 PAD 所 成 的 角 的 大 小 为 45. 

(DDERI 在 四 棱锥 P— ABCD P, 

` PA | 底面 ABCD.CDC¥ H ABCD, CD | PA. Ë 

由 条 件 CD LAC,PAQAC=A,-. CD | 平面 PAC. 

又 AEC 平 面 PAC,..AE | CD. 

H PA=AB= BC, ZABC=60° ,n[#8 AC= PA. 

` E E: PC EPA, AE L PC. 

又 PCNCD=C, 综 上 ,得 AE | 平面 PCD. 

DLR] 过 点 玉 作 EM | PD, E q M, 连 结 AM. 由 (2) 知 AE. 平面 PCD, 
AM 在 平面 PCD 内 的 射影 是 EM , 则 AM LPD. 









因此 AME 是 二 面 角 A 一 PD 一 C 的 平面 角 ， 
由 已 知 , 可 得 CAD==30". 设 AC==a; 可 得 
PA=a,AD= 243 pp= ta „AE=%a. 

在 RAADP Ħ#,¥ AM] PD. -. AM : PD= PA + AD. 


a * 273, I 
_PA'AD “” 3°_2V7 
则 AM= PD 21 T 

3 





在 RIAAEM ih ,sinZ AME= a v, 


-. — fg A— PD—C 的 大 小 是 arcsin t 


[REBRE] # ñ # 5 + mF S t) A t X bt 2 MA 3 , fn cka- E — 5. 4F f m 
的 得 线 时 ,需要 确定 重 足 的 位 置 , 然 后 再 将 这 个 角 放 在 三 角形 中 利用 三 角形 的 边 角 
关系 求解 ， 

2. 选 点 平移 法 

饰 题 秘 言 ;所谓 “ 选 点 平移 法 ”就 是 选择 适当 的 点 ,通过 作 平 行 线 , 构 造 出 所 要 求 
的 空间 角 . 至 于 点 的 选取 何 处 适当 ,通常 是 视 具体 情况 具体 分 析 . 


803: (2008 年 福建 高 考 理 。T18) 如 图 ,在 
四 棱锥 P— ABCD 中 ,侧面 PADL IK m ABCD, Mi 


$ PA= PD 二 v5, 底面 ABCD 为 直角 梯形 ,其 中 
BC//AD,AB | AD,AD=2AB=2BC=2,0 为 AD 
AA. | 
(I ) 求 证 ,PO | 平面 ABCD: 二 C 
(H ) 求 异 面 直线 PB 与 CD 所 成 角 的 大 小 ，; 


(DRE AD 上 是 否 存在 点 ,使 得 它 到 平面 PCD 的 距离 为 学 ? 若 存在 , 求 出 















Sr-- 一 == 
| 
| 
l 
| 
I 
l 
© 


人 的 值 ;车 不 存在 ,请 说 明理 由 


[规范 解析 】 (I) 证 明 : 在 人 PAD # PA = 
PD,O AAD 中 点 ,所 以 POLAD. 

又 侧面 PAD | 底面 ABCD, 平 面 PAD[{| 乎 面 
ABCD=AD, POC #4 É PAD, Mr ya PO | 平面 AB- 
CD. 

(H)# # BO, 在 直角 梯形 ABCD 中 ,BC A AD. 
AD=2AB=2BC, 有 ODABC 且 OD 王 BC, 所 以 四 边 
形 OBCD 是 平行 四 边 形 ,所 以 OB // DC. 








由 (DD) 知 ,PO | OB, Z PBO 为 锐角 ,所 以 PBO 是 异 面 直线 PB 与 CD 所 成 的 角 ， 
因为 AD=2AB=2BC=2,# RA AOB * ,AB=1,AO=1.B% A OB=./?2, 
在 RAPOA 中 ,因为 AP=.?,AO=1,f 1 OP=1. 


在 RAPBO F, ,tan/ PBO= 50T = 2 ° 


Z PBO= arctan = 


所 以 异 面 直 线 PB 与 CD 所 威 的 角 是 arctan VŽ, 


CI 假设 存在 点 Q, 使 得 它 到 平面 PCD KERAG, 
设 QD— z, A] Sane = >z, B (D4 CD 一 0B 一 V3， 


在 RAPOC 中 ,PC= /OC FOF =./2. 


所 以 PC=CD= DP, Sao = YS, (/2)° _ 3, 
xy 
2 


83 解 得 r= <2. 


1 1 
由 Vp_pac = Vo ren ,得 三 X XL 二 X> 


À AQ_ 1 
所 以 存在 点 驴 满 足 题 意 , 此 OD 3: 


【 解 后 感言 了 】 #* Rn ñ P m 69 f ,一 般 都 是 通过 选 点 平移 "和 将 异 面 直线 所 成 


的 角 转 化 为 共 面 相交 的 两 直线 的 类 角 来 完成 ,但 要 特别 注意 两 条 异 面 直线 所 成 的 角 





Jé, PD | 底面 ABCD,AD= PD,E,F %3 CD, PB 的 中 点 . 





的 范围 是 (0, 互 | 
D ER, E 已 ABCD 中 ,底面 ABCD 3138 


(I 2y⁄8H:EF_ | 平面 PAB; 

(Dit AB 二 V2BC, 求 AC 与 平面 AEF 所 成 的 角 的 大 小 . 
(I 3CWXuEBB] 如 图 ,连结 EP,EB. 

“PD | 底面 ABCD,DE 在 平面 ABCD 内 ， 

“PD | DE. X CE=ED,PD=AD= BC, 

A RtABCES2RtA PDE. PES BE. 

下 为 PEB 中 点 ， FEF| PB. 

由 三 垂 线 定理 得 PA LAB, 

在 RtAPADB 中 ,PF=AF,， 

M U PE=BE=EA, 











A AEFPOAEFA, “7. EF FA. 

`“ PB,FA 为 平面 PAB 内 的 相交 直线 ， 

EF | 平面 PAB. 

CDRI 不 妨 设 BC 二 1, 则 

AD= PD=1,AB 一 5,PA 一 VZ,AC=V3， 

"APAB 为 等 腰 直 角 三 角形 , 且 PB=2 F 为 其 斜 边 中 
点 ,BF 一 1, 且 AF PB. 

` PB 与 平面 AEF 内 两 条 相交 直线 EF ,AF 都 垂直 ， 

PB | 平面 AEF. 

如 图 所 示 , 设 BE 交 AC 于 G, 作 GHA/BP 交 EF + H , W 
GH | 平面 AEF. 

/AGAH 为 AC 与 平面 AEF 所 成 的 角 . 

H A EGC A BGA ,可知 








Fr 一 工 EG=-LEB,AG=ŻAC= 2⁄3 
2 — . 3 3 
h A EGH A EBF , TJ 9 GH=-BF=-— 


.nn GH_YS 
,SIN GA H= ` `: 


,AG 与 平面 AEF 所 成 的 角 为 arcsin a 


【 解 后 感言 】 这 里 选择 点 G 作 GH / BP, 得 到 人 GAH 2 AC 与 平面 AEF 所 
成 的 角 ; 也 是 “ 选 点 平移 法 ”的 体现 ， 

3. ERS 

饪 题 秘 言 . 当 已 知 条 件 中 出 现 二 面 角 中 一 个 半 平 面 内 一 点 到 男 一 个 半 平 面 的 垂 
线 时 (或 虽 未 给 出 这 样 的 垂 线 ,但 由 已 知 条 件 能 够 作出 这 样 的 垂 线 ), 可 依据 三 垂 线 
定理 或 其 逆 定 理 作出 它 的 平面 角 , 然 后 再 求解 . 
D 2008 年 全 国 开 高 考 文 ，T20, 理 Dn 
四 楼 柱 ABCD— A,B,C,D, 中 ,AA, =2AB=4, Ñ E f#£ CC, 上 
H C E=3EC. 

(1) 证 明 :A,C1 平 面 BED; 

(2) 求 二 面 角 A 一 DE 一 B 的 大 小 . 

【规范 解析 】 依 题 设 知 AB 一 2,CE 王 1. 

(1) 连 结 AC X BD 于 点 F, 则 BD L AC. 

由 三 重 线 定理 知 ， 














BD_LA,C. 
在 平面 AiCA 内 ,连结 EF # A.C +S G, 


由 AA, _ AC _ 
FC CE 


故 Rr AA,ACoo RtAFCE, Z AA,C= ZCFE, ZCFE 与 
ZFCA, 互 余 . FE A.C | EF. A, C 与 平面 BED 内 两 条 相交 
直线 BD EF 都 垂直 ,所 以 A.C 平面 BED. 

(2) 作 GH | DEFE, 垂 足 为 H. B # A, 瓦 .由 三 垂 线 定理 知 
A H | DE, 

故 ZA, HG 是 二 面 角 Al 一 DE 一 B 的 平面 角 ， 








2 

















= y CF 十 CE =/3, 

`. CEXCF x2 
CG=— T 

_ _ 3 
Fe s CE =O = 


EG _ 1 1 EFXFD_ /2 
Fr aa s pp Jia 


M A,C=/AA:+AC 一 2V6， 


A G= 0 sss 





所 以 二 面 角 A, 一 DE 一 B 的 大 小 为 arctan5 /5. 
[RERE] 利用 三 季 线 定理 或 其 道 定 理 作 二 面 角 的 平面 角 闫 键 是 找 重 线 ,对 
有 楼 二 面 角 通 常 应 注意 选取 合适 的 点 构造 二 面 角 的 平面 角 . p 


we (2008 年 湖南 高 考 理 。T17) 如 图 所 示 , 四 棱锥 已 一 


ABCD 的 底面 ABCD 是 边 长 为 上 的 菱形 ,BCD=60", 下 是 CD 
的 中 点 ,PA | 底面 ABCD, PA=2. 

(1) 证 明 : 平 面 PBE | 平面 PAB; 

(2) 求 平面 PAD 和 平面 PBE 所 成 二 面 角 ( 锐 角 ) 的 大 小 . 

【规范 解析 】 解法 一 ;(1) 如 图 所 示 , 连 丫 BD, b ABCD Z # # E.Z BCD= 60° 
知 , 八 BCD 是 等 边 三 角形 ， 

B 3 ECD 的 中 点 ,所 以 BE L CD. 

x AB/CD, 所 以 BE | AB. 

又 因为 PA | 平面 ABCD,BEC 平 面 ABCD, 


tan A, HG- 













所 以 PA | BE, ñ PAQABSA, 
因此 BE | 平面 PAB， 
又 BEC 平面 PBE, 所 以 平面 PBE | 平面 PAP. 
(2) 延 长 AD.BE 相交 于 点 下 ,连结 PF, 过 点 A E AH 
| PB+ H; 
由 (1) 知 平面 PBE | 平面 PAB, 所 以 AH | 平面 PBE. 
在 RiAABE 中 ,因为 人 BAF=60， 
所 以 AF=2AB=2=AP. 
EZE Ri: 八 PAF F,R PF 的 中 点 G, 连 结 AG, Wl AG | PF,# # HG, h = # 
线 定理 的 递 定 理 得 PF | HG. 
所 以 AGH 是 平面 PAD 和 平面 PB 所 成 二 面 角 的 平面 角 ( 锐 角 ). 
解法 二 ;如 图 所 示 , 以 人 A 为 原点 ,建立 空间 直 骨 坐标 系 ， 
则 相关 各 点 的 举 标 分 别 是 A(0,0,0)B(1,0,0)， 


3 V3 1 V3 V3 
c(3..).p( 12.6) Poo Eh); 

(1)AABË= (o 8,0) ,平面 PAB 的 一 个 法 向 量 是 
nm =(0,1,0) f A BËáe n, 共 线 ,从 而 BE 上 平面 PAB. 又 因 
为 BEC 平 面 PBE, 故 平面 PBE | 平面 PAB. 


( 卫 ) 易 知 P 半 =(1,0, 一 2),BE= (0,2,0) PA= O, 





= 1 y3 
0, 2), AD (1 ,8 ,0). 
设 r = (x, * Ví TOE PBE 的 一 个 法 向 量 ， 
ns PB=0, r -0X y, —2z, =Ü, 
H. . BE=0 OX z +Y y +0X z =0. 


所 总 y =0,z, =2=, š TR n, —(2,0,1). 
设 n, = (=, » Va ,zy ) 是 平面 PAD 的 一 个 法 向 量 ， 


T 


n, . PÄ=0, 0X z, 0X y, —2z; =Ü, 
R, * AD=0 g we +y x + 0 X z, =Ü, 


所 以 z, =0,z, = —/3y; , 故 可 取 n, 一 (V3 ,一 1,0). 


m'm _ 2⁄3 Vl 
于 是 ,cos(n, ri, > In, | % |m | SEX? 5 各 


故 平面 PAD 和 平面 PBE 所 成 二 面 角 (锐角 ) 的 大 小 是 arccos AE 











在 等 腰 R: A PAF 中 pea PA=,./2. 
在 RA PAB 'P ` 


2.5 
_AH_ 5 _ v10 
sinZAGH= 7G s: 5 


故 平面 PAD 和 平面 PBE 所 成 二 面 角 ( 锐 角 ) 的 大 小 是 arcsin 


[RERA] 对 “无 棱 ” 二 面 角 的 棱 还 不 清楚 时 ,通常 是 先 探求 出 二 面 角 的 术 ， 





然后 通过 作 重 线 , 构 造 二 面 角 的 平面 角 . 


4. EmA 
解 题 秘 言 :在 求解 二 面 角 的 问题 中 , 若 能 找到 或 者 作出 棱 的 垂 面 , 则 垂 面 与 两 个 


半 平 面 的 交 线 所 成 的 角 即 为 二 面 角 的 平面 角 . 


是 萎 形 ,DAB=60”,PD 1 平面 ABCD, PD= AD. A E 3 
AB 中 点 ,点 下 为 PD tF A. 











食 匠 ”如 图 所 示 , 已 知 四 楼 欠 已 ABCD ,底面 ABCD 


( 工 ) 证 明 :平面 PED | 平面 PAB; 

(H )3R m P-AB-F WHA BJ 22 52 (Ë. 

( 工 江 证 明 】〗】 VE ABCD ZÉ., 
 AB=AD,ZDAB=60. 人 DAB 为 正三 角形 . 
又 下 为 4AB 中 点 ， “AB_LLDE. 

又 PD | 平面 ABCD,PE 在 平面 ABCD 上 的 射影 为 DE， 
ABI PE(= tb iE EB). 

"PENDE=E, J AB138 PED. 

“AB 和 持平 面 PAB， J. 308 PAB | 平面 PED. 

(DEJ …AB | 平面 PED,PES II PED, ..AB | PE. 
如 图 所 示 ,连结 EF. 

“EFH PED, ..AB | EF. 

` Z PEF 1 — fg P-AB-F 的 平面 角 ， 


ië PD=AD=a, 则 PF= F = 
又 “A 入 DAB 为 正三 角形 ,E N AB 中 点 ， 











+s „ABS AD= asAE= -7 2 pE=Ża, 
= d PD + DE = ja t ki -La 


= 4 FD + E D° _( pea) — a 


V7 E E I 
„sprr PER RPE PE E ta 一 (各) 
入 2PE + EF JT 
2X axa 
1 
FHESA 
JF 14 ' 


“二 面 角 P-AB— 一 斑 的 平面 角 的 余弦 值 为 s 7 


【 解 后 感言 】 A 
法 可 顺利 找 出 二 面 角 的 平面 角 . 

5， 向 量 法 

解 题 秘 言 ,利用 空间 向 量 的 数量 积 来 求 空 间 角 ,能 化 复杂 的 几何 论证 为 简单 的 
代数 计算 ,是 一 种 十 分 便捷 的 方法 . 

食 台 (2008 车 海 册 .宁夏 高 考 理 。T18) 如 图 ,已 知 
点 P 在 正方 体 ABCD 一 A'B'C'D 的 对 角 线 BD 上 ,人 PDA 4 
=60°, 

(I)3R DP 与 CC 所 成 角 的 大 小 ; 

CDR DP 与 平面 AA'D'D 所 成 角 的 大 小 





B 
【规范 解析 】 如 图 ,以 DD 为 原点 ,DA 为 单位 长 建立 空间 直角 坐标 系 D —zyz. 
则 五 汰 一 (1.0,0) ,CE 一 (0,0,1) ,连结 BD.B'D ， 
在 平面 BB'D'D +, DP 2 B'D +T H. 
ikDII= (m,m.,1) (m>0), 





由 已 知 (DFP,DA)==60”， 
t DA - DÉ = | DA| IDA | cos: DA , DA) 


*T f$ m= 2m + 1. 
解 得 m= 2 , a DA= CEE 1). 





2 * 
218 xot xo+1x] z 
(了 ) 因 为 cos DACO) 一 一 所 一 一 一 2 ADA, OC ?一 45 站 


DP 与 CC' 所 成 的 角 为 45”. 
( 呈 ) 平 面 AA'D'D 的 一 个 法 向 量 是 DC = (0,1,0). 


V xot X 1+1X0 I 
Sa cos DA, p= 2 2 1, 


1.2 
Pr L DA , DC) =60°, 
可 得 DP 5#+ m AA DD 所 成 的 角 为 30. 
【 解 后 感言 】 对 于 立方 体 、 长 方 体 ,由 于 建立 空间 直角 坐标 系 极 其 方便 ,因此 用 
向 量 法 求 空间 角 很 简单 ,而 且 准 确 举 极 高 . 
W oo 年 山东 高 考 理 ，T19) 如 图 ,在 直 四 棱柱 ABCD— A, B,C, D, 


中 ,已 知 DC=DD,==2AD 一 2AB,AD | DC,AB/ DC. 





J 
F 


(1) E R DC 的 中 点 ,求证 :DEV 平面 A BD; 

(2) 求 二 面 角 A 一 BD 一 Ci KRAE. 

解法 一 ;如 图 ,(1) 证 明 : 连 结 BE, 则 四 边 形 DABE 为 
正方 形 ， 

“. BE=AD=A.D,,H BE/AD/A,.D,. 

四边 形 A, D, EB 为 平行 四 边 形 ， 

^D, E/ A B. 

又 D EZ FII A, BD, ABC 平面 A, BD, 

"D E // 平面 A, BD. 















(2) 以 D AEH, DA, DC, DD, 所 在 直线 分 别 为 
z 轴 、y 轴 、z 轴 建立 如 下 图 所 示 的 空间 直角 坐标 系 ， 
不 妨 设 DA=1, 则 D(0,0,0).A(1,0,0).B(1.1,0). 
本 

"DA =0,0,2),DB=(1,1,0). 

É n= (z, y2) Hi A BD 的 一 个 法 回 量 ， 

由 n | DA ,n | DB, 

1 二 2x 二 0， 

得 z+ y=0. 取 z= 二 1; 则 n= 二 (一 2,2,1). 

xDC = (0,2,2),DB= (0,1,0), 

设 m= (zr, ,y, oz AF E C BD 的 一 个 法 和 同 量 ， 

Ë ml Dem Db 和 | - 

q, + y, = 0. 

取 z, 一 1, 则 m= (1,—1,1). 
i m 5n kHH LE A, — BD—C, 为 0, 显然 0 为 锐角 . 


m ° n — j _ y3 


T. CO — —— nn aa 
o Tm nl ñ 3 


‘cos9= È , 即 所 求 二 面 角 A, — BD—C, 的 余弦 为 
QO cos 山东 高 考 理 .T20) 如 图 ,已 知 7 
四 棱锥 P 一 ABCD, 底 面 ABCD XÆ, PA | 平面 AB- 

CD, ZABC=60°,E,F 分 别 是 BC ,PC WPA. 


(上) 证 明 ;AE | PD; | 
(N)2 日 为 PD 上 的 动 点 ,EH 与 平面 PAD 所 成 Ta š 
B 
最 大 角 的 正切 值 为 "5, 求 二 面 角 E 一 AF 一 C 的 余弦 什 E 
【规范 解析 】 由 (IT) 知 AE, AD, AP ñ ñ # 


直 , 以 入 为 坐标 原点 ,建立 如 图 所 示 的 空间 直角 坐 
标 系 ,又 E.F 分 别 为 BC,PC 的 中 点 ;所 以 


A(0,0,0) ,BC 了, 一 1,0) ,CCV3 ,1,0)， 
Dr(0, 2,0), P (0, 0, 2), E 3, 0, 0) 


(Eta) 


2 2 


3 
=. 





n AË= 3,0,0) AR (如 ,二 ,1). 设 平面 s 





i AEF 的 一 法 向 量 为 mm 二 (z; .y i zi), 
m + AEÉE=0, 
Ë . AF=0, 
V3zi 一 0， 
aia tiy +z =0. 
取 zi 一 一 1, 则 m= (0,2—1), 
因为 BD | AC,BD | PA,PAD AC=A, 
所 以 BD | + @ AFC, 
«BDA -FH AFC 的 一 法 向 量 . 
BD=(—y3,3,0), 





| _ mB _ 2X3 _ yi5 
所 以 cos(m, BD) =T, TB | Ex 2 5 


因为 二 面 角 E—AF—C 为 锐角 ， 


所 以 所 求 二 面 角 的 余弦 值 为 





二 、 求 宝 间 距离 的 常用 方法 


l. 直接 法 
解 题 秘 盲 ; 即 直 接 根 据点 线 距离 .点 面 距离 . 线 线 距离 . 线 面 距 离 及 两 个 平面 间 


的 距离 的 定义 来 计算 ,求解 . 
BJ (2008 年 重庆 高 考 文 。T20) 分 如 图 ,a 和 8 平 


面 ,a 门 8 二 1,AEa,BEB,AB= 二 5,A.B 在 楼 i! 上 的 射影 分 别 
为 A'B', AA = 3, BB' 一 2. 若 二 面 角 a — 1— B 的 大 小 为 
2 
FR: 
(1) 点 B 到 平面 a 的 距离 ; 
(2) 异 面 直线 1 与 AB 所 成 的 角 ( 用 反 三 角 函 数 表示 ). 
【规范 解析 】 (1) 如 图 ,过 点 B" 作 直线 B'C//A'A LÈ 
B'C=A'A ,过 点 昌 作 BD | CB', 交 CB K 8 + D. 
TAA | 1,.. DB LI, 
又 “BB’ | I, 
ʻi] 平面 BB'D. 













也 :. 
又 ”BDL CB, 
“BD | 平面 a， 
,BD 即 为 点 BB 到 平面 a 的 距离 . 
"BC LI BB |i, 
-. ZBB'C 即 为 二 面 角 a 一 1 一 B 的 平面 角 . 


m 


"BBC 一 了 


fma W 
在 RABB'D 中 ,BB'=2?,ZBBD=x— Z BB C =: 


'. BD= BB' sinZ BB'D =/3. 

(2) 连 接 AC, BC, 

“BC/A'A,BC=AA,AA Ll, 

四 边 形 A'ACB' EEH. 

ACHL. 

Z BAC 或 其 补 角 为 异 面 直线 1 与 AB 所 成 的 角 . 


I 
在 入 BB'C 中 ,B'B=2,BC=3, 人 BB C= 
由 余弦 定理 
BC= /BP'BIT BC: 2BB. BC* cos/BBC= v19. 


x. BD | 平面 a, DC | CA, 
h = ## z mg AC L BC. 


在 RA ABC 中 ， EA 


BC _ v 


sIn BAC= 75 = Ë 


异 面 直线 1 与 AB 所 成 的 角 为 arcsin 


【 解 后 感言 了 3 在 直接 作 点 到 平面 的 距离 时 ,要 注意 确定 重 足 的 位 置 ,以 便于 





计算 . 
W (2008 年 北京 高 考 理 .T16) 如 图 ,在 三 7 

棱锥 P—ABC h ,AC= BC=2, ZACB=90°,AP= BP 

=—AB,PC_L AC. , . 
( 工 ) 求 证 : PCLAB; 
(村) 求 二 面 角 B 一 AP 一 C 的 大 小 ; Ç 


ADRA C 到 平面 APB 的 距离 . 
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【规范 解析 】 (I). 9 35 439 Z — YH 1l 
(加) 由 (了 ) 知 AB | 平面 PCD. 所 以 平面 APB | 
平面 PCD. 
ii CAECH I PD, #* X 2 H. 
因为 ”平面 APB[| 平 面 PCD= PD. 
所 以 CH 平面 APB. 
所 以 C 末 的 长 即 为 点 CC 到 平面 APB 的 距离 . 
由 (TT) 知 PC LAB, X. PC | AC, 
RE. AB YAC=A. 
所 以 PC I 平面 ABC. 
因为 ”CDC 平面 ABC. 
所 以 ”PC | CD. 





在 RIAPCD 中 ,CD= —AB=/2 ,PD=— PB=/6. 


所 以 PC= VPD 一 CD =2, 


. _PC。CD_ 2v3 
所 以 CH=—pp 3 。 


所 以 点 C 到 平面 APB 的 距离 为 343 


【 解 后 感言 了 求 点 到 直线 的 距离 ,就 是 直接 从 该 点 向 直线 作 重 线 , 如 果 重 足 的 
位 置 不 易 确定 ,有 时 也 可 借助 三 重 线 定理 来 作 . 

MD (2007 FERAH: 理 19) 如 图 ,在 直 三 棱柱 A 
ABC 一 ABC 中 ,4A =2,AB=1, ZABC=90; Ñ D.E 
分 别 在 BB, A, D 上 ,用 B, E j A, D, pu E HE C—ABDA, 与 
直 三 棱柱 的 体积 之 比 为 3: 5. 

(1) 求 异 面 直 线 DE 与 B,C, WER: 

(DE BC=./2 , 求 二 面 角 A, — DC, 一 B, 的 平面 角 的 正 
切 值 . A 

【规范 解析 】 解法 一 : (1) 因 BiC LAB, B B.G, `L 
BB. ,# B,C, | 面 A,ABB,, 从 而 B,C, | BE, 

又 BIE]DE, 故 BIE 是 弄 面 直线 BiC, 与 DE HAER. 

设 BD 的 长 度 为 工 , 则 四 棱锥 C—ABDA, 的 体积 V 为 

V, =Sam, * BC=--(DB+A,A) + AB ° BC—=—(=+2) + BC. 

而 直 三 棱柱 ABC—A, BC 的 体积 V, 为 

V,=Sanc * AA, =—AB * BC * AA, = BC. 


由 已 知 条 件 V, : V,=3 : T 


















1 —3 = -a 
_ s. 8 _ 2 
从 而 B, D=B,B— DB=2—— = 


在 Ru A, B, D 中 A, D=./ A, 了 B +B, D 


_ aa. 88 
lC) r 


l 
又 因 Saa a o= -7A D ` B,E=-74;,B; * B. D. 


A B B D 2x29 
n s s 
(2) 如 图 ,过 B, 作 B,F | C. D. # £. F $8 A, F. A 

S A B, | B.C, -AB LB D., < 
故 A, B, | 面 B,DC. 
HEERE C, D I A.F, 
XZA FB, 为 所 求 二 面 角 的 平面 角 . 


在 RIAC BD P,G D=/B, G +B, D = j2+ (2 , 






所 以 tan ZA, FB = 2 2 = 33, 
[REBA] Z22330 k HA GE A 5 A,MNO3BNRATH. 


2. 转化 法 
党 用 的 方法 有 将 线 面 距离 转化 为 点 面 距离 ,将 线 线 距 离 转 化 为 线 面 距离 或 面 面 


距离 . 还 有 , 甲 点 到 平面 的 距离 可 以 转化 为 与 其 相关 的 乙 点 到 平面 a 的 距离 等 . 


BD coo 年 安徽 高 考 文 ,T19) 如 图 ,在 四 棱锥 O— ABCD 中 ,底面 ABCD 


是 边 长 为 1 HÆK, ZABC= 7 OA | 底面 ABCD,OA=2,M 为 Oh 的 中 点 . 


(1) 求 异 面 直线 AB 与 MD 所 成 角 的 大 小 ; 

(2) 求 点 B 到 平面 OCD WER. 

【规范 解析 】 方法 一 (综合 法 ): 

(12 CD/ AB, 

^ Z MDC 为 异 面 直 线 AB 与 MD 所 成 的 角 ( 或 其 补 角 )， 
作 AP || CD + s. P , £ # MP. 














OAJ + @ ABCD, 
“CD | MP. 





w Z ADP= a p.. pp= 12. 


` MD= VMA4 十 AD =V2， 
’.cos/MDP= iD 一 村 ,ZMDC= ZMDP=— 4, 


AB 5 MD 所 成 角 的 大 小 为 二， 


(2)…4ABACD,CDC 平 面 OCD,AB + ñ OCD, 
s AB/ 平面 OCD, 

点 已 和 点 各 到 平面 DOCD 的 距离 相等 . 

连接 OP. it. $ A EAQ L OP FEQ, 

“AP | CD,OA | CD, CD | 平面 OAP， 

“AQC 平 面 OAP, ..AQ LCD. 

x AQLOP,OPNCD=P, 

AQ | 平面 OCD, 线 段 AQ 的 长 就 是 点 A 到 平面 OCD 的 距离 . 


“OP= JOD -DP = VOA +AD -DP 


_ l _3⁄2 
=, /4—+] 太一 一 
AP=Dp— "2 
ge 
A= OA. AP 2 _ 2 
(P 3 2 3 ' 


.点 日 到 平面 OCD 的 距离 为 -< 
[BERA] 这 里 将 点 Balg OCD 的 距离 转化 为 点 点 到 面 OCD 的 距离 , 比 


直接 求 B 到 平面 DCD 的 距离 要 简单 得 多 . 


面 ABCD 为 正方 形 ,侧枝 与 底面 边 长 均 为 2a, 且 AI, AD 
= ZA,AB=60°,MW W AA AEH B, D, DB 的 距离 是 


【 解 】 如 图 所 示 , 连 结 A.C. ACR AG 5 BD, 


AD aara. ug ABCD-A, B: C: D: 的 底 





交 于 点 E ,AC 与 BD XFA E Et EE, 连 结 ACX A B 
EE, 于 点 ,连结 A1E. 





a ZzA,AB= ZA, AD=60°, ABSA A= AD= 2a y 







ii A, B=A, D=A, B; = À, D, = a. 
又 和 “四边形 ABCD 为 正方 形 ， 


‘^ BE=2a + 2 。 > = Ba. 


又 A LA 在 平面 ABCD 的 射影 在 BAD 平分 线 即 
对 角 线 AC 上， 

“BD | 平面 A1ACC， “BELAGE, 

…RtAAIEB hA E=/2a=A.BË.. 

AAEE 11 = fJ ° 


A, OLEE. 
又 A A // 3 BB, D, D, # A,A 与 平面 BB; D. D 的 距离 即 为 A， 到 该 平面 的 中 


正方 形 A, B, Ci D, :ti „A Cı =s o . Ža 7 rÁ) E = 2 a a. 


在 RIAA, E, O 中 ,OF Ees w E 


r. A O= JAE E, O =y (a) — a =a, 
ʻA A 与 平面 BB1DiD 的 距离 为 a. 
【 解 后 感言 】 坟 题 就 是 将 直线 与 平面 的 距离 转化 为 点 面 距离 来 求 


WQ xmms=.cD.AB 是 两 条 异 面 直线 ,它们 


夹 在 两 平行 平面 a 和 8 间 的 部 分 AB,CD 在 平面 8 内 的 射 
影 分 别 是 12cm 和 2cm, 它 们 与 平面 8 的 交角 之 老 的 绝对 
值 是 45°.3R AC 与 BD 之 间 的 距离 . 
【 解 】 ACSF o BDS PH p FM e/i p. 
.平面 a 与 平面 8 的 距离 为 异 面 直 线 AC 3 BD 间 的 





距离 . 
设 此 距离 为 x cm; 则 AA' 二 CC =x cm. ùt D AIF DE // AB 交 平 面 a y E, 


四 边 形 ABDE 是 平行 四 边 形 . 
A Z CDC =0,, Z ABA =b. , W] tan0, = >s h- 


ne —0 =45° A tanl —0;)=— tan 45°, 
Ey A T 
tan 0, — tanĝ; 2 12 
Muna aun ATE z I 
2 12 
整理 得 22 一 10z 十 24 二 0, 解 得 z, = 4.z; = 6. 
故 异 面 直线 AC 与 BD 之 间 的 距离 是 4em 或 6cm. 
【 解 后 感言 】 未 题 是 将 两 条 异 面 直线 的 距离 转化 为 异 面 直线 所 在 的 两 个 于 行 


Ë. dh ii JE Ë Ë GZ h 65. 














3. 体积 法 
解 题 秘 言 : 当 点 到 平面 的 距离 一 时 不 易 求 出 时 ,可 先 构建 一 个 合适 的 三 棱锥 , E 
此 三 棱锥 的 底面 积 易 求 , 旦 通过 体积 变换 ,此 三 棱锥 的 体积 也 能 求 出 , 则 点 面 距 离 
可 得 . 

7: (2008 年 福建 高 考 理 T18 - x T19) 如 图 ， 4 4 


正三 棱柱 ABC-A BCG WWA ë K 828 2, D 为 CC, 
中 点 . 

(1) 求 证 :AB, | 平面 A, BD; 

(2) 求 二 面 角 上 一 AD 一 中 的 大 小 ; 


(3) 求 点 C 到 平面 A1BD 的 距离 ; 
【规范 解析 】 Dre, R BC 中 点 O, 连 结 AO. 


““ 八 ABC 为 正三 角形 ， Ag A; 
s AO | BC. 
“在 正三 棱柱 ABC 一 ABC 中 ,平面 ABC 上 D 

平面 BCC, Bi» m 
AO | 平面 BCC, B,. = 
连结 了 BO, 在 正方 形 BB,C,C T ,O. D 分 别 为 BE 


B; 

BC .CC 的 中 点 ， 

-.B.O | BD. -. AB, | BD. 

在 正方 形 ABB A 中 ,AB, A,B, 

-.AB, | + & A, BD. 

(2) 设 AB, 5 A,B 交 于 点 G, 在 平面 ABD F,# GF |LA,D + F,iš 8 AF, H 
(1) 得 AB, | 平面 A, BD. 

AFLA D. 

,AAFG 为 二 面 角 A 一 A,D 一 B 的 平面 角 . 








x “AG= 志 AB, = za sin ApG- 22 _ 710 | 





二 面 角 A 一 A,D 一 B 的 大 小 为 arcsin uU 
(3) £ AA,.BD F ,BD=A,D=/5,A,B=2./2, 
“Sn, 可 一 6 Sap = l. 

在 正三 棱柱 中 ,4 到 平面 BCC, B, 的 距离 为 y3. 


常规 思维 ,大 大 简化 了 解 题 过 程 . 






设 点 C |+ @ A, BD 的 距离 为 d. 
“d= 


cs 


I 
由 YA -acp 一 eA) BD ,得 本 >ABcp “VY3 一 本 SAAipp . d, 


Pp s. C #|- A, BD TIELA 
【 解 后 感言 】 ODA F| = +h A, 一 BCD 的 体积 不 变 , 求 出 点 C 到 平面 
A BD 的 距离 ,避免 了 从 C 点 向 平面 A1BD 4F £ ñ, , # X. + D # £: 6; F| 38 , ML ok AE 5 


QÈ ER O 的 半径 为 1,A.B.C 三 点 都 在 球面 上 , 且 每 两 点 问 的 球面 


离 均 为 了, 则 球 心 O 到 平面 ABC 的 距离 为 ( ) 


1 
ss 3 


2 
C. D. = 
【 解 】 设 O 到 平面 ABC 的 距离 为 h. 


`“ AB,AC,CB 的 球面 距离 均 为 ， 


"… Z AOB= /AOC= Z COB= r: 
… 球 半径 为 1， <^ AO0O=BO=C0=1,AB=AC= BC 一 


s Vonc =Vaosc = * lLx1X1X1=+ 


_ l... ubh, Bhet, h =s 
X Voasc = qh 4 MY2) = h> “et g s 3 ` 


.. 球 心 O 到 截面 ABC 的 距离 为 只 ， 故 选 B 


【答案 】 B 
【 解 后 感言 】 这 是 用 体积 法 求 点 到 平面 距离 的 一 个 最 通俗 的 实例 ， 


h 如 图 所 示 ,长 方 体 ABCDA B, G D. 中 ,AB 
=a, BB, =a, BC = b, 3R H MH AB 与 A.C 之 间 的 万 


EN. 
【 解 】 "` AB/ AB. 
AB // 平面 A B.C. 
"AB 与 平面 A1BiC 之 间 的 距离 即 为 异 面 直线 AB D 


与 A1C 之 间 的 距离 . 












设 AB F 8 B #| 3 A,B,C 的 距离 为 ,利用 等 体积 关系 ,有 Vor ec 一 


Va, -BBC s 即 








W AB 与 A:C 之 间 的 距离 为 一 全 地- 


【 解 后 感言 】 本 题 因 直 接 作 两 条 上 异 面 直线 的 距离 有 困难 , 故 首先 进行 转化 ,将 


两 上 开 面 直线 的 距离 转化 为 点 到 平面 的 距离 ,然后 再 利用 等 体积 法 求 得 . 


4. 极 值 法 
解 题 秘 言 : 有 时 通过 建立 所 求 的 两 个 研究 对 象 上 任意 两 点 之 间 的 距离 的 函数 关 


系 , 来 求 该 郴 数 的 最 小 值 , 此 最 小 值 即 为 这 两 个 对 象 之 间 的 距离 . 


BC 于 HH, 再 过 日 作 HN | BD 于 N, 连 结 MN. 





GO EKA a 的 正方 体 4C, 中 , 求 异 面 直线 BD 与 B,C 之 间 的 距离 
【 解 】 如 图 所 示 , 在 B.C 上 任 取 一 点 M, 作 MH L 


“平面 BC, | 平面 AC, 
"MH | 平面 AC. 
MH | HN. 





i MC=x, H MH =, Hc=*2,, 


` BH=a— Vr, S HN= 2 L 
.. BH=a g  HN= >a Joi 


#AMHN ih, `` ZMHN=90°, 


"MN: = HN: 十 ME 一 x. 这 E25 


n HHA r=% a PMN. =E, B MN... =a. 


.BD 与 B,C 之 间 的 距离 为 va. 
[REBRE] 极 值 法 多 适用 于 两 异 面 直线 之 间 的 距离 ,其 背景 是 易于 由 其 中 一 


条 直线 上 的 任意 一 点 向 另 一 条 直线 作 垂 线 , 而 且 该 重 线 段 的 长 度 能 够 表示 成 某 一 变 
量 的 函数 . | 








5. 向 量 法 

解 题 秘 言 :1. 以 柱 体 . 锥 体 为 依托 ,考查 空间 的 线 线 、 线 面 、 面 面 关系 ， 以 及 角 ~ BE 
离 是 高 考 的 “热点 ", 在 解 题 时 , 宣 挖掘 它们 的 特殊 关系 ,尤其 是 垂直 关系 ,建立 空间 
坐标 系 ,是 解 此 类 问题 的 重要 方法 ,务必 掌握 ! 

2, 柱 体 . 锥 体 特有 的 性 质 、 关 系 在 解 题 时 要 充分 利用 ,从 而 找 出 隐 合 条 件 ,保证 
问题 的 解决 . 

3. 若 问题 题 设 中 存在 垂直 关系 时 ,建立 空间 坐标 系 大 多 较 方便 : 若 不 存在 时 ,应 
选 好 基底 进行 运算 ,或 用 传统 的 欧 氏 儿 何 的 方法 解决. 






稳重 ”如 右 图 所 示 已 知 正方 形 ABCD 的 边 长 是 G 
4, E.F 分 别 是 AB,AD 的 中 点 ,GC 上 | 平面 ABCD, R. GC D C 
一 ?, 求 点 B 到 平面 EFG 的 距离 . p 

【思路 探索 〗 由 题 设 可 知 CG,CB,CD 两 两 垂直 ,由 4 p 


中 可 以 建立 空间 直角 坐标 系 ,用 向 量 法 求解 , 即 求 出 过 志 I 


B 垂直 于 平面 FG 的 向 量 , 它 的 模 长 即 为 点 B P| + ñi EFG 的 距离 . 
[R] 如 右 图 所 示 , 以 C 为 原点 ,CB,CD,CC 
所 在 直线 为 x,yyz 轴 建立 空间 直角 坐标 系 ryz. 
则 有 Co.0,0),A(C4,4,0)，B(4;0,0)，D(0,4,0) 卫 
(4,2,0), F(2,4,0},G(0,0:2). 
BE= (0.2.0), BE =(—2,4,0), BG=(— 4,0, 
2) š 
GE=(4,2,—2),EF=(—2,2,0). 
H H BRILL 平面 GEF, 垂 足 为 M, 则 M,G,E,F 四 点 共 面 , 故 存在 实数 2， 
< 使 
B —a - BË+b * tc. BG, 
BEBNI=a(0,2,0)+-b(—2,4,0)+-c(—4,0,2) =(—2b—4c,2a T 4b,2c). 
HBR 平面 GEF,85M L GË, BM | EF. 
"BM - GË=0,BM . EF=0, 
BM.» GE=(—2b—4c,2at+4b,2c) ° (4,2; —2)—= Ü, 
EN. FE=(—2b—4c,2a+4b,2c) ° (—2,2,0)=0. 
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a E 


a—5e=0, 

a 5 一 一 五 ， 
atbtc™l, 3 

c= TT' 


kA [5] J t Jt h WN 3 ws IE] Et sp 5 BD u] R 48 5 9 Ez 00 ERRER, 





















GD FAREYE ABCD-A, B,C D, 的 边 长 为 4,M,N,E,F 分 别 
Æ A, D; „A,B, ,DC B,C, 的 中 点 . 





( 工 ) 证 明 : 平 面 AMN /平面 EFBD; 

CDF E AMN 与 平面 EFBD 间 的 距离 . 

CIDER 依 题 意 建 立 如 右 图 所 示 坐 标 系 , 则 

A(4,0,0), M(2,0,4), N(4,2,4), D(0,0,0), 

B(4,4,0),E(0,2,4),F(2,4,4). 

取 MN 之 中 点 G 及 EF 之 中 点 KK,BD 之 中 点 QQ, 则 
GOE a) KO; oO 0 x 

“MN= (2,2,0), EF=(2,2,0),AC=(—1,1,4) ,GRE=(—1,1,4). 

-MN=EF,AG=QR, 

故 MN// EF,AG//QK. 

又 EF 持平 面 EFBD,QK 扫 平面 EFBD， 

“MN /平面 EFBD,AG// 平 面 EFBD. 

“平面 AMN /平面 EFBD. 

CDE] 设 平 面 BDEF 的 法 向 量 为 n,n 二 (1 ,A,w)， 

又 EF=(2,2,0) ,QRK=(—1,1,4), 

K n QR=—1+1+4u=0, o 

n + EF=2+2A= 0. 2) 


REDOM- lus An= (1,1,4). 
故 两 平面 之 间 的 距离 





[REBRE] 这 里 是 先 求 出 平面 BDEF 的 法 向 量 n, 再 将 及 下 向 法 向 量 n 上报 
影 ,此 投影 长 度 即 为 两 平行 平面 间 的 距离 . 


a 


Ds 


DJ 


i 


an 


. (2007 年 湖北 , 文 5 如 右 图 所 示 ERKA 1 的 正方 体 ABCD 一 A, B C D, PE, 


F lA AA, BB 的 中 点 ,G WR A B 上 的 一 D, C 
AE A,G=AX(0<àA<1),MJ 8 G 到 平面 D1EF 的 距离 
为 C pS 

JZ 
C. v2 D. ñ B 

，(2008 年 全 国 高 者 理 。T11) 已 知 三 棱柱 ABC-A B, G 的 侧 楼 与 底面 边 长 都 相 
等 ,A 在 底面 ABC 内 的 射影 为 人 ABC 的 中 心 , 则 AB, 与 底面 ABC 所 成 角 的 正 
ZAF Co) 


，(2008 年 全 国 高 者 下 理 ，T10) 已 知 正 四 楼 锥 S— ABCD 的 侧 楼 长 与 底面 边 长 都 


，(2008 年 福建 高 考 理 ，T16) 如 右 图 ,在 长 方 体 ABC 一 





实战 秘 修 十 二 


3 3 3 ' 3 


相等 ,E 是 SB 的 中 点 , 则 AE.SD 





Al; Bi CD Ħ} ,AB=BC=2,AA, =1, 
则 BC, 与 平面 BB. D, D 所 成 角 的 正弦 值 为 ( 


V6 “El 
A. 3 B. 5 
, (2007 年 上 海 , 文 7) 如 下 图 ,在 坦 三 棱柱 ABC 一 ABC h, ZABC=90, AA = 
9 AC=BC=]; 
则 异 面 直线 A, B 55 AC 所 成 角 的 大 小 是 . (结果 用 反 三 角 函 数值 表示 ). 


A! 
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1 


wJ 


> 


am, 


. (2008 年 天 津 高 考 理 。Tl9) 如 右 图 ,在 四 棱锥 已 一 


6. (2007 年 四 川 ,14) 如 图 ,在 正三 棱柱 ABC-A BC 中 , 侧 楼 长 为 V2 ,底面 三 角形 


的 边 长 为 1, 则 BC, 与 侧面 ACCA 所 成 的 角 是 


二 =-= = = mm sa i 





k: 
a 


a” 
= 
a” 
a 


As B 


. (2006 #4 B] I 213 14) 已 知 正 四 棱锥 的 体积 为 12, 底 面 对 角 线 的 长 为 2 


v6, 则 侧面 与 底面 所 成 的 二 面 角 等 于 


ABCD 中 ,底面 ABCD 是 矩形 .已 知 AB=3,AD=2， 
PA=2,PD=2 /2,Z PAB=60", 

<I) 证 明 ;AD | 平面 PAB; 

(H ) 求 异 面 直线 PC 与 AD 所 成 的 角 的 大 小 ; 
(DRZ f P 一 BD 一 A 的 大 小 . 





C 


. (2008 年 上 海 高 考 理 ，T16) 如 下 图 ,在 棱 长 为 2 的 正方 体 ABCD 一 AlB,CiD, 中 


E Æ BC, 的 中 点 . 求 直 线 DE 与 平面 ABCD 所 成 角 的 大 小 (结果 用 反 三 角 消 数值 
RI). 


D. W 画面 š li im: mm wn: 
F 
Pa 


a 





. (2008 年 江西 高 考 理 。T20) 如 右 图 ,正三 棱锥 O— 


ABC 的 三 条 侧 楼 OA .OB.OC MMEA, AKEH 
为 2, EF 分 别 是 AB .AC Hp, H 是 EF 的 中 点 ， 
过 EF 的 一 个 平面 与 侧 棱 OA .OB .OC 或 其 延长 线 ， 


分 别 相 交 于 A: BiG» 已 知 OA, =. 


( I ) 证 明 . B, C, | 平面 QAH; 
(DREA 0-A B —C, 的 大 小 . 









11. (2008 # R g š F m + T19) = Ë WE WF T TF E BI 
ABC 的 平面 所 截 得 的 几何 体 如 右 图 所 示 , 截 面 为 8 
A, B, G. , Z BAC = 90, A,A | 平面 ABC, A: A= 23; 


BD 1 
AB= 2,4AC=2,AG SL 8 2: ( | ) WE BH :平面 


m is: 


| bb bd 
pam 
m a aa iz == 


pi 






* 
N 
=: m zi 


A AD | 平面 BCC, B. ; 


(DRH A—CC, — B 的 大 小 . 
12. 如 右 图 ,在 四 棱锥 V-ABCD 中 ,底面 ABCD EERE. y 


侧面 VAD 是 正三 角形 ,平面 YAD 底面 ABCD. 
(1) 证 明 ;AB]| 平面 VAD; C 
(DRM VAD 与 VDB 所 成 的 二 面 角 的 大 小 . | 

13. (2008 年 上 海 。 m 16) 如 下 图 ,在 体积 为 1 的 直 三 棱柱 “B 
ABC—A, B.C, 中 , ZABC=90°,AC= BC=1. 求 直线 A, B F BB, CG C 所 成 
角 的 大 小 (结果 用 反 三 角 函 数值 表示 ). 


A, 





4Y 


14. 如 右 图 ,已 知 长 方 体 ABCD—A B G D, ,AB=2, AA 
==1, 直 线 BD 与 平面 AA1B1B 所 成 的 角 为 30 ,AE 垂直 
BD 于 E,F HA Bi MPA. B, 
(1) 求 异 面 直线 AE 与 BF 所 成 的 角 ; | 
(2) 求 平面 BDF 与 平面 AA1B 所 成 二 面 角 ( 锐 角 ) 的 pš 





Se A 到 平面 BDF 的 距离 . D 
15. 如 右 图 , 直 二 面 角 DAB-E 中 ,四 边 形 ABCD 是 边 长 为 2 的 

正方 形 ,AE 二 EB,F 为 CE EAA, H BF | 平面 ACE. 

(1) 证 明 :AE | 平面 BCE; 

(2) 求 二 面 角 BACE 的 大 小 ; 

(3) 求 点 D 到 平面 ACE 的 距离 . 


















16. 如 右 图 ,在 五 棱锥 SABCDE 中 ,SA | 底面 ABCDE,SA 
= AB= AE=2,BC= DE=.//3, ZBAE= Z BCD= /CDE 
一 120?. 





(1) 求 异 面 直线 CD 与 SB 所 成 的 角 ( 用 反 三 角 函 数值 表 E 
7R); B A 
(2) 证 明 BC | M SAB; C 
(3) 用 反 三 角 函 数值 表示 二 面 角 BSC-D 的 大 小 (本 小 间 不 必 写 出 解答 过 程 )， 
实战 秘 修 十 三 答案 与 提示 
1. 选 D 


SA B JEF, A B, i D, EF. ^A 到 面 D EF 的 距离 等 于 G IH D, EF WE 
离 . 
"E A ED, | DEF, 在 面 AED 中 作 Ai 万 上 EDi, 垂 足 为 H, 
“A H | 面 D. EF. 


EAA ED, 中 rA} H» Š- s M “A r=. 


2 2 

2, 选 B 
可 设 底面 边 长 与 侧 棱 长 为 1 个 单位 长 度 ,因为 A; 在 A, M 
底面 ABC 内 的 射影 为 AABC 的 中 心 , 所 以 三 棱锥 A NYA 
一 ABC 为 正四 面体 ,所 以 A, 到 底面 ABC 的 距离 


所 以 B, PRETERA, 
易 知 人 ABB; 王 120 ,所 以 AB, =V3， 
所 以 AB, 与 底面 ABC HRA RER EAE -Y iot B. 


3. W C. 
> 1E Pd 2 ñ Bi PS I< 29 2 , WIl 
A(1, — 1, 0), D(— 1, — 1, 02, Š (0, 0,2), 








AE=[_ l 3 %2) 5D=(-1,—1,— 
Ë= [- ++. ),sb ( l, l, JIi; 








— — AE - SD 3 
“cosl AE, SD = — = ° 
AË [SDI 


n AE SD ARNA 03k R 3 , Bon C. 


4. 选 D. 


I 


连结 A, O. ; 设 A Ci MB; D, 一 口 ,连接 OB. 
由 已 知 得 CO1 面 BB; D. D, + ZO, BO 为 所 求 角 ， 


在 RtAC, OB 中 ,得 sinZ C, BO= , 故 选 DD， 
JE 


. &8ECCOS 一 


.: 
AC / AC 

`. A, B 与 AC MRA ABA CG , 128 o. 
"AC= BC=1, ZACB=90°, 
SABE, 

X A,A LAB,.,A  A=2. 

sA B=./6. 

又 C C=2. B BC=1, ^C B=5. 


1 二 WE WD 


又 A C=1, .cosg 一 


V6 


"0= arccos rë 


mx 


6 ` 


如 图 , 取 AC 的 中 点 DD, 连结 BD、C1D;, 由 已 知 ,得 BD_L AC. 


在 正三 楼 柱 ABC— A, Bi G: 中 ,BD | Ñ AC; $ 
"DC, 为 BC, EH AC 上 的 射影 . 
… Z BO, D 为 所 求 角 ， 


易 知 BD=Ë,c,B=/5, 


n 1 
"Sin BG. D= F = 2 ' 


.. Z BC, Dee 














… 底 面 对 角 线 长 为 2V5,… 底 面 边 长 为 W 从 而 利用 体积 得 四 楼 锥 的 高 为 3, 所 
高 
求 二 面 角 的 正切 为 记 面 还 民 丽 一 平一 太一/3 “侧面 与 底面 所 成 二 面 角 为 -3 


8.【 解 析 】 (证明 ;在 八 PAD 中 ,由 题 设 PA=2,AD=2,PD=2 /2, T4 PA: + AD: 








二 PD? ,于 是 AD | PA. £#.#¿ ABCD 中 ,AD | AB. 又 PANAB=A, 所 以 ADL 
平面 PAB. 
(用 ) 由 题 设 ,BC/AD, 所 以 人 PCB( 或 其 补 角 ) 是 异 面 
直线 PC 与 AD 所 成 的 角 ， 
# APAB FP, HARRE 

= JPA +AB —2PA + AB + cosZ PAB=YT7. 
由 (T) 知 AD1| 平 面 PAB,PBC 平 面 PAB, 所 以 AD 
| PB, 因 而 BC | PB, 于 是 八 PBC 是 直角 三 角形 , 故 “ 


PB_ x7 
BC 2- 





tan” PCB= = 


所 以 异 面 直线 PC 5 AD 所 成 的 角 大 小 为 arctan Y. 


(t.t. P 4# PH |]AB 于 日 ,过 点 蝇 作 HE LBD T E, PE. 
因为 AD | 平面 PAB,PHC 平 面 PAB, 所 以 AD] PH. x AD AB=A.B m 
PH | 平面 ABCD, 故 HE 为 PE 在 平面 上 ABCD 内 的 射影 . W Z # # £ FP sJ £, 
BD | PE Am ZPEH 是 二 面 角 PP 一 BD 一 A 的 平面 角 . 
由 题 设 可 得 PH= PA + sin60 "二 YJ3,AH= PA cos60°=1, 
BH=AB—AH=2,BD= vAB+AD = V13, 

AD 


4 
HE= — ， BH= — 
BD FIE 


H V39 
FEE RAPHE 中 ， tan /PEH=E= 





所 以 二 面 角 P 一 BD 一 A 的 大 小 为 arctan = 


. [RH] + E #EFLBC,ž BC + F,## DF. 
EF | 平面 ABCD. 
“AEDF 是 直线 DE 与 平面 ABCD 所 成 的 角 . 


由 题 意 ,得 EF=—CC,=1. 












si CF=—CB=1 ,. DF=./5. 


pii p _EE_y5 
“EF | DF,..tan EDF PF 5' 


故 直线 DE 与 平面 ABCD 所 成 角 的 大 小 是 arotan È, 


10.【 解 析 】 解法 一 : (了 ) 依 题 设 ,EF 是 八 ABC 的 中 位 线 , 所 以 EF // BC, 则 EF // 平面 
OBC, 所 以 EF // BG. 
又 H ZA FEF 的 中 点 ;所 以 AH | EF, A AH 1 BiC. 
因为 OA | 0B,OA | OC, 所 以 OA | 平面 OBC, 则 OA L B, C. ,因此 B,G, | # 
面 OAH. 





(H )4 ONLA B T N. š O, N. 

因为 OC | 平面 OA; Bi , 4838 = # # < FE jo CN | A, B, ,ONC 就 是 二 面 角 
O—A Bi —CGi 的 平面 角 . 

# EM | OB, + M, 则 下 MAOA , 则 M 是 OB 的 中 点 ， 

则 EM=0M=1. 


, _ „OB OA m z -> = 
it OB, =z, B B EM r 1 2 MT 23, 


Pn OB, 一 (LI = 3. 
在 RtA OA. B. 中 Å] Bi asi v QA: + OB. = 5, 
_OA 0B: _ 3 F _ OO _ 
则 ON 一 一 B; = 所 以 tanCONC, = GN Wi 


故 二 面 角 〇 一 Ai1Bi 一 Ci 的 大 小 为 arctanY5， 
解法 二 : (了 荆 ) 以 直线 OA.OC.OB 239] 2 ryz 轴 , 建 立 空间 直角 坐标 系 O — 
xyz, A(2,0,0) ,„B(0,0,2) :CV ,2,0), 


1 1 
E(l 0.1) ,F(1,1,0),H(1, 志 1; 却 ) ' 




















所 以 AH= (=) OH= (Las) , BC=(0,2,—2). 


所 以 A 让 .BC=0,0B :BC=0. 
所 以 BC | 平面 OAH. 
# EF// BC # B,C, // BC, łk B, C, L+% OAH. 


(Dk Et Ai (也 ,0,0), 设 B (0,0,2), WA Ë= (一 村 ,0,1) EB; = (—1,0, 


区 二 小) 





hA E5EB AAA: A #& AC RA Ë=AFB:# 


1 

alas: 
l=A(z— 1) 

所 以 B, (0,0,3). 

E Æ C (0,3,0). 


maA B= (5,03) A= (— 3.0). 


2 
ik ni = (x, » Yl zi) F h A BG 的 一 个 法 向 量 ， 
则 = n =0, 
AC. n, = 0. 
-Žan +321 =0, 
Pp 3 & n= A yi =z í = 1. 
一 本 五 十 3 二 0， 


所 以 n =(2,1,1), 
X n,=(0,1,0)# + im OA, B, 的 一 个 法 向 量 ， 


一 
M cosmo? = ml TITI S 


由 图 可 知 , 所 求 二 面 角 的 大 小 为 arccos Ê, 








A,A] #6 ABC,BCC + ü ABC, 





11.[ 88 r] 解法 一 :( 工 ) 


A I A BC. 
在 RtAABC F ,AB=/2,AC=2, 7". BC=V6， 
_ AB 
BC’ 
^ A DBA ~ AABC, ^ Z ADB = Z BAC= 90, 
即 AD | BC. 


4 AANAD=A, BCLR AAD, 

`“ BCC 平面 BCCIB，… 平 面 A,AD | + : 
m BCC B. 

(3 EF ,,# AE LC,C Z C,C # E M  & 3 BE, 

由 已 知 得 AB | 平面 ACGA, 

AE 是 BE # f ACGA 内 的 射影 ， 

由 三 重 线 定理 知 BE | Ct， 

~Z AEB 为 二 面 角 A 一 CC 一 B 的 平面 角 . 

过 GG 和 作 CF|AC 交 AC # F 点， 

则 CF=AC 一 AF=1,GF=A.A=V3,. ZC, CF=60°, 
A 





在 RtAAEC * ,AE= ACsin60°=2x* 


在 RtABAE 中 stan AEB= E a 3” 


6 
" ZAEB=arcun É, Pp — m A—CCO, — B 29 arctan =. 


解法 二 :( 工 ) 如 图 ,建立 空间 直角 坐标 系 , 则 A(0,0,0),B(/2,0,0),C(0,2,0)>, 
OD G (0,178). 








k: BD : DC=1 : 2, .Bb—= + BU. 





AD ALHA (22,20). 


e D)  BC= (—/2 ,2,0) ,AAA 一 (0,0V3)， 


"B. AA =0,BC . AD=0, 

BC AA, BC | AD,x AANADSA, 
BC | 平面 A1AD, 又 BCC-t m BCC Bi, 
平面 A1AD | 平面 BCC B. 

(ID “BA 平面 ACGA, 

取 观 二 及 让 一 (Y2,0,0) 为 平面 ACCA 的 法 向 量 ， 
设 平面 BCC B, 的 法 向 量 为 二 (m,n)， 


— 一 V21 十 2 一 0 
则 BC - n=0,CG M e021 v2 m 
—m-F/3n=0 
s; 1=/īm,n= Èm, 


如 图 ,可 取 m=1, f] n= CARSI 


Ta 


v3 
3 


V2XwVY2 十 0X1 十 0X JE 


cos<m e >=— — =. 
VD to to , | VD + (58 ) 


即 二 面 角 A 一 CC 一 B 为 arccos 


12. 解法 一 : 
(1) 平 面 VAD | 平面 ABCD 
AD | AD 
AB= RI ABCD 
AD= 平 面 VAD 1 EI ABCD 
(2) 如 右 图 , 取 VD 的 中 点 下 ,连结 AE. BE. 


F: AVAD 是 正三 角 形 "pu: AE | VD AE=ŻAD. 











AB | 平面 VAD. 


“AB | 平面 VAD， AB | AE. 
又 由 三 垂 线 定 理 知 BE | VD. 
因此 ,AEB 是 所 求 二 面 角 的 平面 角 . 





13. 





于 是 tan ZAEB= E= aa 


即 得 所 求 二 面 角 的 大 小 为 arctan 


解法 二 以 D 为 坐标 原点 ,建立 如 右 图 所 示 的 空间 
直角 坐标 系 . 

(1) 不 妨 设 A(l,0,0), 则 

V3 

了 


AB=(0,1,0) VÀ = C 0, — 35, 


B(1,1,0),V(— +0, 





H AB VA=0,48 AB 1 VA. 
又 AB1AD, 因 而 AB 与 平面 VAD 内 两 条 相交 直线 VA ,AD 都 垂直 . 
AB | 平面 VAD. 


(DH E 8 DV 中 点 , 则 ECI EON 


SER- ($05) (41-8) D0 (go) 
中 EB . DV=0,48 EB | DV. X. EA DV, 
因此 ,一 AEB 是 所 求 二 面 角 的 平面 角 . 





—> — F. FP 21 
HI ki pr T AARNA 的 大 小 为 arccos val 


解法 一 ;由 题 意 ,可 得 体积 VCC: * Saa = CG. * > " AC ° BC 一 村 CC 


AA, =CCO, =2. 

连接 BCG. 

"AC LB CAG LEC., 

ʻA C | 平面 BBc,C. 

. ~A BC 是 雪线 AB 5PH BB C, C 所 成 的 角 . 


BO, CO, + BC i 
pn AC 1 q5 
“ tan A, BC 一 BC 一 后 后， , W| Z A, BC, 一 arctan $. 


B W A, BPT BB,C,C 所 成 外 的 大 小 为 artan Yp- 














14. 


解法 二 ”由 题 意 ,可 得 体积 V=CC,， Sc = CO, * + * AC， BC=+CC,=1, 
. . CO, = 2. 

如 图 ,建立 空间 直角 坐标 系 ,得 点 BC0,1,0),G (0,0,2)， 
A (1,0,2); 

WA B=(—1,1,—2), FH BB, C, C 的 法 向 量 为 n 
=(1,0,0). 

设 直线 A, B 与 平面 BB1CiC Fr r B) f 39 0, A, B 5; n 
的 夹 角 为 p， 


则 ee ABen _ 6 
P TA Bila] 6’ 
G 


“Sind= | cosg| = v, ĝ= arcsin ra 





故 直线 A, B tš f Ili BB, C, C 所 成 角 的 大 小 为 arcsin Ê, 


解法 一 ”在 长 方 体 ABCD—A, B,C D, 中 ,以 4AB 所 
在 直线 为 t+ 轴 ,AD 所 在 直线 为 y 轴 ,AA, 所 在 直线 
为 轴 , 建 立 空间 直角 坐标 系 , 如 右 图 . 

由 已 知 AB 一 2,AA, 一 1, 可 得 A(0,0,0),B(2,0,0)，B 
F(1,0,1). 又 AD1 Im AA, B, B, 

从 而 BD 与 平面 AA1B1B 所 成 的 角 即 为 人 DBA, 且 B= 
DBA=30", 






M AB=2,AE | BD, AE=1,AD= 26, 
从 而 易 得 E(JT.3.o),p(o 268.0). 


—— 


o),BF=c—1,0,D, 


—> —> AF. BF 2 
COSCAF, BF) = 一 一 一 — 
IAE| - |BF| 2 





即 异 面 直线 AE, BF 所 成 的 角 为 arccos Y2, 


《2) 易 知 平面 AA, B 的 一 个 法 向 量 m= 二 (0,1,0). 
设 n= (xX;Yyr2) 是 平面 BDF 的 一 个 法 回 量 . 


Bb- (-2,25,0). 












r wai [" š BF=0, —r+z=0, PE 
— -一 — 

n_ BD. n + BD=0. 27—2 y0. V3r=y. 
取 n=(1,W3,1), 得 

3 _ 15 
cos(m,n)= pe em A 
(3) 点 A 到 平面 BDF WE 
H. 所 以 距离 _ 
d=||AB| cos(AB » m) | 


= | ABI - _AB.n n 
LABI ° TABII Ial 
= [AB i n| _ 2 _ 25 


A V5 5 
所 以 点 A 到 平面 BDF 的 距离 为 ~ 


解法 二 

(1) 如 右 图 ,连结 B. D, ,过 F # B, D, WEHR, EE 
为 K. 连结 BK. 

由 于 BB, 与 两 底面 ABCD，,Ai BC D. 都 垂直 ,得 


FK | BB 
FK | B,D; jerme BDD, Bı,» 


B, D, [1 BB; =B, 


a 3 


B 在 平面 BDF 的 法 向 量 n 上 的 投影 的 绝对 


5 





AE | BB, 
又 AELBD Fe | 平面 BDD, B. ， 
BB, 1 BD= B 
因此 FK / AE. 
` /BFK 为 异 面 直线 BF 与 AE 所 成 的 角 ， 
连结 BK, 由 FK | BDD. B, 得 FK BR， 
从 而 人 人 BKFE 为 RtA. 

FK _Á Di AD 2 


在 RIAB: KF 和 RtAB,DiA, h,iHp F B D. 
m N r a 


D + -7AB 3x1 
B.D, BD 








FK= 


又 BF=42, 























. _FK_ 
“a COSA BFK BF 


e| 


故 异 面 直线 BF 5 AE 所 成 的 角 为 arccos z, 


(2) 由 于 DA | Iñ AA, B, WAE H A #E BF 的 垂 线 
AG: Œ E. 3J G. 连结 DG, H = FEM BG] DG. 
Z AGD 即 为 平面 BDF 与 平面 AA1B 所 成 二 面 
角 的 平面 角 , 且 DAG=90", 

在 平面 AA1B 中 ,延长 BF 5AA, 交 于 点 S. 


下 为 A,B, 的 中 点 ,AFL AB， 


SAn FIA SA, SB 的 中 点 , 即 
SA 一 24; 4 一 2 一 AB， 
…Rt 八 BAS 为 等 腰 直 角 三 角形 , 垂 足 G 为 斜 边 SB 的 中 点 , 即 下 ,G 重合 . 


易 得 AG=AF=--SB=2. 





在 RtAAGD 中 ,AD— SV3 | 


2 厅 
AG J 3 


"e AGD= arctan É. 


即 平面 BDF 与 平面 AA1B 所 成 二 面 角 (锐角 ) 的 大 小 为 arctan YÓ. 


(3) 由 (2) 知 平面 AFD 是 平面 BDF 与 平面 AA,B 
所 成 二 面 角 的 平面 角 所 在 的 平面 ， 







ÉI AFD | mi BDF. 
# RtAADF 中 ,由 A 作 AH | DF + H, m, l 
则 AH EASA SEE BDF 的 距离 . B; 7D 
H AH + DF=AD + AF, 4# 
2 a | 
| 2 3x7 C 
ay- AD'AF__3 2 后 


” 4 (二 5) +D E 


所 以 点 A 到 平面 BDF WIEN 3 —/5. 


15. 解法 一 





(1) BF | 平面 ACE. 
. BF_LAE. . 





… 一 面 角 D— AB— E 为 直 二 面 角 , 且 CB | AB, 


.CB | 平面 ABE, 从 而 CB 1 AE. 
.AE | 平面 BCE. 


(2) 如 图 1, 连 结 BD X AC 于 G, 连 结 FG. 


“下 方形 ABCD 边 长 为 2， 
"BG | AC, BG=./2. 


.BF | 平面 ACE, 由 三 垂 线 定理 的 道 定理 FG L AC. 
-. Z BCF 是 二 面 角 B 一 AC 一 E 的 平面 角 . 


由 (1)AE | 平面 BCE, 故 AELEB. 
y "AE=EB. 
,在 等 腰 RAAEB 中 ,BE 一 V2， 
又 “RtABCE 中 ， 
EC= VBC +BE 一 V6， 
pr- BC: BE 2X42 2⁄3 

EC /6 3 
“Rt 人 BFG 中 ， 


i _BF_ 3 _V6 
sin BGF =} 7 3 


.二 面 角 B 一 AC 一 巨 等 于 arcsin < 


(33 E £ EO | AB #AB T O,OE=1. 


… 一面 角 D 一 AB 一 下 为 直 二 面 角 ， 
,EO | 平面 ABCD. 

设 D 到 平面 ACE 的 距离 为 h， 

` Vp-acg “Vean! 


"E. 1 
`° T AACE " h= -y Saa 3 EO. 


“AE | Im BCD, -. AE 1 EC. 
1 


2 2 


AP, EC 3V2XV6 


2 3 
-3 


se 
—m 





.点 D 到 平面 ACE 的 距离 为 


Am。DC。EO 二 X2X2X1 


“| 

















16. 


解法 二 (〈1) 同 解法 一 ， 

(2) 以 线段 AB 的 中 点 为 原点 O,OE 所 在 直线 为 z 轴 ,AB 所 在 直线 为 y 轴 , 过 

DO 点 平行 于 AD 的 直线 为 z 轴 , 建 立 空间 直角 坐标 系 O 一 zyz, 如 图 2. 

AE | 面 BCE,BES m BCE, 

ʻAE] BE. 

在 RtAAEB P ,AB=2,0 393 AB 的 中 点 ， 

"OE=1, 

AO,—1,0),EC,0,0) ,C00,1,2). 

AF=(1,1,0), AC= (0,2,2). 

设 平面 AEC 的 一 个 法 向 量 下 一 (zyyz)， 
AE. n=0, z+ y=0, 

"|=. n=0. PACA 








aa DOO 
dba x 
今 z= 二 1, 得 n= 二 (1, 一 1,1) 是 平面 AEC 的 一 个 法 向 
E. 又 平面 BAC 的 一 个 法 向 量 为 m= 二 (1,0,0)， 
m'n 1 /3 


.. COSM 天) 一 一 一 一 一 


Im| ` lal /3 
„u B— AC—E 的 大 小 为 arccos = 
(3) AD z 轴 ,AD=2， 


.AD= (0,0,2). 

点 Dai ACE 的 距离 为 

rN TL A 2 2 
d= |ADI * |cos(AD,n) | Tn A 7v3. 
解法 一 


(1) 如 右 图 ,连结 BE, 延长 BC,ED 交 于 点 五 , 则 
£Z DCF= ZCDF=60°, 

-s ACDF 为 正三 角形 ,CF= DF. 

X BC= DE, .BF= EF, 

Kit, ABFE 为 正三 角形 ， 

^ Z FBE= Z FCD=60°, 

“» BE/ CD, 

所 以 人 SBE( 或 其 补 角 ) 就 是 异 面 直线 CD 与 SB 所 成 
的 角 . 

“SA | 底面 ABCDE, 且 SA=AB=AE=2, 

“…SB 二 2Y2, 同 理 SE= 2⁄2. 

又 /BAE=120°", 所 以 BE 一 2 V3. 









6 
从 而 cos SBE=Ê , Z SBE= arccos ua 


6 
所 以 异 面 直线 CD 与 SB 所 成 的 角 为 arccos Y. 


(2) 由 题 意 , 八 ABE 是 等 腰 三 角形 ,一 BAE 一 120" ,所 以 “ABE 一 30. 又 ZFBE 一 60 ， 


“ABC 一 90" ,所 以 BC | BA. 
`" SA | JM ABCDE, BC IK i ABCDE, 
¿SA | BC, SANMNBA=A., 


2. BC | 平面 SAB. 

了 ¿82 
(3) 二 面 角 B— SC— D 的 大 小 为 x 一 arccos 
解法 二 


(1) 如 右 图 ,连结 BE, EK BC,ED F A F, 

则 DCF= ZCDF=60°, 

.人 CDF 为 正三 角形 , .CF 二 DF. 

又 BC= DE, .. BF= EF. 

故人 入 BFE 为 正三 角形 . 

因为 人 ABE 是 等 腰 三 角形 , 且 人 BAE 二 120， 
.ABC=90", 

以 A 为 原点 ,AB,AS 边 所 在 的 直线 分 别 为 z Wz 
轴 , 以 平面 ABC 内 垂直 于 AB 的 直线 为 y 轴 , 建 并 
空间 直角 坐标 系 , 如 图 2, 则 
A(0,0,0),B(2,0,0),S(0,0,2), 


CC2W3,0),D (1 33.0). 





于 是 cD= EET B5=(—2,0,2), 





则 as CD: BS) -一 





HB.BS 3 y 
ICD] .|BS| VSx2V2 4 


(CD.BS) == ATCCOS a , 


-. 异 面 直线 CD 与 SB 所 成 的 角 为 arccos È. 


(2) "e B= 03,0), AB=(2,0,0), SÃ=(0:0,—2), 
"BC. AB=(0,3,0) ° (2,0,0)=0, 

BA. GA=(0,3,0) - (0,0, —2)}=0, ^ BCL AB,BCLSA. 
“ABNMSA=A,..BC| 平面 SAB. 


7 V82 
82 ` 





(3) 二 面 角 B 一 SC 一 D 的 大 小 汶 z —arccos 











立体 几何 的 学 习 是 平面 几何 学 习 的 延续 和 发 展 ,空间 图 形 与 平面 图 形 之 间 存 在 
着 紧密 的 联系 . 特别 是 将 平面 图 形 折 炙 成 立体 图 形 ,将 立体 图 形 展开 成 平面 图 形 . 这 
些 间 题 使 二 者 之 间 的 联系 更 为 突出 ,因此 也 成 为 高 考 命题 者 的 关注 之 点 ,而 割 补 思 
想 是 解 有 关 立 体 几 何 题 的 常用 方法 与 技巧 ， 


= a 











解 题 秘 言 KFH EJE J Ë pü k RJE , W E SR rA Z J, E E T EE., 
Hp RRA RERE, Fe E 88 sp RITE A BJ BEBE 2 E X: # TI E ht. 


mD (2008 年 重庆 高 考 理 。T19) 如 图 ,在 人 ABC h,B=90°,AC= 2, D. 





E 两 点 分 别 在 AB、AC 上 ,使 全 一 全 < 一 2,DE 一 3. JW AAABC W DE 折 成 直 二 面 


角 . 求 :(1) 异 面 直 线 AD 与 BC 的 距离 ; 
(2) 二 面 角 A 一 EC 一 B 的 大 小 (用 反 三 角 阻 数 表 示 )， 
À 


D E 





B C D 


【规范 解析 】 (1) 在 图 (1) 中 ， 

..AD_AE 

“DB EC’ 

e DE / BC, 

x *”B=90,2. AD | DE. 

在 图 (2) 中 ， D E 
“二 面 角 A 一 DE 一 B 是 直 二 面 角 ， 

.AD DE, 

AD] ÆR DBCE,..AD | DB, 

AS DB] BC, DB £ $ü RBƏA AD , BC 的 公 王 线段 . 








a" m'm =" 





RAS AD,BC 的 距离 为 2， 
(2) 在 图 (2) 中 ,过 品 作 DF」CF, 交 CE 的 延长 线 于 下 ,连接 AF. 
由 (1) 知 ,AD 1 底面 DBCE, 由 三 重 线 定理 知 AF_ FC; 
^Z AFD = ñ ñ A—EC— B 的 平面 角 ， 
在 底面 DBCF p , Z DEF= Z BCE, 

1 .15_5 

DB 4 


T sin BCE= FCT 5 * 


,在 RIA DEF 中  DE=3 + 
DF=DE » sin/ DEF= DE + sinZ BCE=3X L=. 


在 RiIAAFD 中 ,AD=4vtanZAFD 一 人 一 = ， 


,所 求 二 面 角 A 一 EC 一 B 的 大 小 为 arctan Z, 


MD (2007 年 广东 高 考 理 ，T19) 如 右 图 所 


= , ë š A ABC 的 底 边 AB 一 6V5 ,高 CD 二 3. M E ER 
段 BD 上 异 于 点 B.D 的 动 点 .点 下 在 BC jh E, H. EF 
| AB. 现 沿 EF 将 ABEF 折 起 到 APEF 的 位 置 ,使 “ 
PE | AE. 记 BE= zx,V(z) 表 示 四 棱锥 P — ACEF 的 
体积 . 

( 了) 求 V(z) 的 表达 式 ， 

(HYH z 为何 值 时 ,V(xz) 取 得 最 大 值 ? 

(于 ) 当 V(z) 取 得 最 大 值 时 , 求 异 面 直线 AC 与 PF 所 成 角 的 余弦 值 . 











【规范 解析 】 (1T)" EF | AB,..EF | PE. 
又 "PE | AE, ,EFNAE=E, H PE 在 平面 ACFE $}, 
“PE | 平面 ACF “EF | AB,CD | AB,.. EF/ CD. 
; EF zx CD t 

| =——  — = D e = —— 
"CD BD BD° O 
所 以 四 边 形 ACFE 的 面积 





_ 二 = 
l 2 
一 9V6 一 一 一 好 . 
e 2 
* vg jk #& P — ACFE 的 体积 


1 l 
Vp- acre = 3 SACFE > T es 


1 s 
V(z)=3/6z———= (0<z=<—3⁄6). 
Pp V(x T s T< 3V 


l 
y” = 346 — — r". 
(HI )p(I)# V'(z)=3./6 "u= 


&- V (z) =—0= == 6, 

` 8 0<x<6 W. ,V'(z=)2>0, š 6 之 zf 之 3Y6 时 ,V(x) < 之 0. 

"5 BE 二 x 二 6 时 ,V(xz) 有 最 大 值 ,最 大 值 为 V(6) 一 12 /6. 

( 陡 ) 解 法 一 :如 图 ,以 点 巨 为 坐标 原点 ,向 量 EA、EF.E 记 分 别 为 z,y,z 轴 的 正 
向 建立 空间 直角 坐标 系 . 

则 E(0,0,0),P(0,0,6),F(0,/6,0),A(6/6—6,0,0), 





CC3V6 一 6,3,0). 

TJEAÀAC=(—3⁄76,3,0), PF=(0,/6,—6). 

AC 与 PF 所 成 角 6 BRIZA 

oo- ATE _ 36 1 
[AČI . IPFI ./54F94+0./0+6+36 7 

` REAR AC 与 PF 所 成 角 的 余弦 值 为 地. 


解法 二 :过 点 下 作 FG /AC 交 AE 于 点 G, 连 结 
PG, WZ PFG 为 异 面 直线 AC 与 PF 所 成 的 角 . 

“入 ABC 是 等 腰 三 角形 ， 

收 人 GBF 也 是 等 腰 三 角形 ， 


于 是 FG=BF=PF= VBE +EF = ,/42, 











从 而 PG= VPE 十 CE = VBE + BE' = 6⁄2. 

在 AGPF h RRR REMY 

PP 十 FC 一 PC _ 
2PF + FG 





cos PFC= L. 


收 异 面 直线 AC 与 PF 所 成 角 的 余弦 值 为 二 . 


RERE] 把 平面 图 形 的 垂直 关系 运用 到 空间 图 形 中 ,将 空间 线段 长 度 放 到 
平面 中 去 计算 , 常 可 使 问题 得 以 顺利 解决 . 一 般 折 又 问题 中 ,常常 作出 两 种 图 形 以 玫 
助 分 析 . 

由 已 知 条 件 正 确 理解 立体 图 形 中 各 已 知 量 间 的 关系 是 解决 折 肥 问题 至 关 重 要 
的 一 步 .根据 图 形 中 的 委 直 关系 ,恰当 地 建立 空间 直角 坐标 系 ,用 空间 向 量 的 方法 来 
解决 立体 几何 问题 . 使 得 “几何 型 "思维 与 “代数 型 "思维 相得益彰 ,提高 解决 问题 的 
效率 


LA Ñ 


ri 





解 题 秘 言 :对 于 立体 几何 中 的 有 些 问 题 ,我 们 常用 展开 其 表面 的 方法 来 研究 . 
QD mampatan ABCA, BC 中 ,AB 一 BC A. C, 


一 ,/3,BB, =2, /ABC= 90°, E, F 分 别 为 AA1 G Bı HJ P sa, Tri b n 
H BJ S BL A. EAF 两 点 的 最 短路 径 的 长 度 为 , 





【 解 】 展开 图 分 别 有 如 下 四 种 情况 " ë 
DH B, B ÝR: @Tw C,C 393: “a 
JI 
A 2 C, 2 F B, A B F G 
1 
E E 
A C B A B C 
图 1 图 2 
E 2 “ /2 
EF= l+ (2+2) EF=,|( + 12) +1 


OH LJE H i A B. JE. 曲 将 上 底面 沿 A.C, 折 起 
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A s 
图 3 图 4 
Eh= (+ 2) + oD: EF 和/ (>) +(—) 
= Za = VE 


.所 求 最 短 距离 为 廊 V2 
【 解 后 感言 】 解决 本 题 的 突破 口 , 在 于 考虑 清楚 有 几 种 展开 方式 和 图 形 的 各 种 
变化 ,正确 展开 图 形 后 注意 利用 展开 前 后 的 不 变 关系 和 不 变量 是 解 本 题 的 关键 
设法 展开 立体 图 的 表面 或 侧面 ,化 多 面体 表面 上 两 点 间 的 最 短 距离 为 平面 上 两 
点 闻 的 最 短 距离 来 计算 ,是 处 理 这 类 问题 的 基本 思路 ， 
WB mman. E =E ABCA BC 中 ,4B 一 3，4 
AA =4,M X AA, 的 中 点 ,P 为 BC E-A. Hh P RREN 
面 经 过 楼 CC, 到 M 的 最 短路 线 长 为 V29 , 设 这 条 最 短路 线 与 








CC, 的 交点 为 N, 求 : á 
( 工 ) 该 三 棱柱 的 侧面 展开 图 的 对 角 线 长 ; 
(H )PC# NC 的 长 ; 
CDE NMP 与 平面 ABC ARHAR CHE = ffi sS SOROR). 
I ( 工 ) 如 图 所 示 . “=Ë ABC o e 
A: B,C, 是 正三 棱柱 
.侧面 展开 图 EFGH EPE., H HE=3AB 
AA =4,AB=3 .GH=4,EH=9. H E 


由 匀 股 定理 ,可 得 侧面 展开 图 的 对 角 线 
EG= /GH:+ER: = ./97. 







CI) 如 图 所 示 , 将 侧面 BCC: B, 绕 侧 楼 CC, RRT, 
使 它 与 侧面 ACCA 在 同一 个 平面 ,点 P 对 应 卫 , 的 位 
置 ,连结 MP.. M 
由 线段 公理 可 知 : P, M 的 长 就 是 “由 P Yw Fb fl idi 
经 过 棱 CC;, 到 M 的 最 短路 线 长 .” 
W PC 二 z+; 则 Pi C= z. 
在 Rt 和 MAP 中 ,由 勾 股 定理 可 得 ， 


MP, = / MA +AP, 本 

29 一 2 十 (3 十 zx) 求 得 工 一 2 

. P. C= PC=2 

. a ` CN_CP _ 2 s — A 
SAMH CN `" AM AP, Ë ， NC 5 


(Djeg P,P < PiP 是 平面 MNP 与 平面 ABC 的 交 线 . 
作 CT 1 PP, ,连结 NT “NC | FI ABC. 

由 三 垂 线 定 理 可 得 NT | PP. 

“ACTN 是 二 面 角 M-PP,-A 的 平面 角 

APCP, H, Z PCP, = E ,PC=P, C=? 人 一] 


在 RIA NCT 中 „tan ZCTN= 6X 5 + 

.二 面 角 MPP A 的 大 小 为 arctan =, 

【 解 后 感言 3 本 题 第 (T) 问 中 正 棱柱 的 侧面 展开 图 为 给 形 ， 和 苇 ([) 问 的 解法 是 
处 理 “ 最 短路 线 长 ”问题 的 通 法 . 通过 对 图 形 展 开 问 题 的 测试 ,考查 空间 想象 能 力 , 带 
辑 推理 能 力 和 转化 能 力 ,使 得 空间 图 形 的 问题 转化 为 平面 问题 来 解决 . 


DD 1E PABC (如 图 所 示 ) 沿 三 条 侧 楼 剪 开 
后 ,展开 成 如 图 所 示 的 形状 ,其 中 PB, P: 共 线 ,P:,C,P, H A 
Æ H PP, 二 P,P,, 则 在 三 楼 锥 PABC 中 ,PA 与 BC 所 成 的 
角 的 大 小 是 


[R] 连 PA 交 BC FD. B B 
Pi P; = P, P, P.A=P,A,P, A= P, A 


AP, P AGAPIPIA W ZP, = ZP, 
x P, B= P.P, =P,C,P,A=P;A 


^ AABP, ACP, .AB=AC. 
又 由 P,B=P,C #I BC LAD, BC .L P, D 
.… 在 右 图 中 ,BC1 面 PAD + BCPA. 


MZ., 
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【 解 后 感言 ] 本 题 是 将 立体 几何 问题 放 在 平面 图 中 去 研究 ,这 也 是 一 种 常用 技 


巧 .有 时 ,展开 与 折 登 就 是 一 种 互 北 的 图 形变 化 过 程 , 要 注意 利用 变化 前 后 的 不 变 关 
系 和 不 变量 . 


( 伍 蕉 (TI ) 给 出 两 块 相同 的 正三 角形 纸 片 (如 图 (1)(2)) ,要 求 用 其 中 一 块 前 


拼 成 一 个 正三 棱锥 模型 , 另 一 块 剪 拼 成 一 个 正三 棱柱 模型 ,使 它们 的 全 面积 都 与 原 
三 角形 的 面积 相等 , 请 设计 一 种 剪 拼 方法 ,分 别 用 线条 标示 在 图 (1)(42) 中 ,并 作 人 简要 
的 说 明 ; 

(II) 试 比较 你 剪 拼 的 正三 棱锥 与 正三 棱柱 的 体积 的 大 小 ， 

( 陡 ) 如 果 给 出 的 是 一 块 任意 三 角形 的 纸 片 (如 图 (3)) 要 求 前 拼 成 一 个 直 三 楼 柱 
模型 ,使 它 的 全 面积 与 给 出 的 三 角形 的 面积 相等 ,请 设计 一 种 剪 拼 方 法 ,用 线条 标示 
在 图 (3) 中 ,并 作 简 要 的 说 明 . 








【 解 】 OE MP - TEZE HE. 
如 图 (2) ,正三 角形 三 个 角 剪 出 三 个 相同 的 四 边 形 ,使 每 个 四 边 形 较 长 的 一 组 邻 


边 长 为 三 角形 边 长 的 二 ,并 有 一 组 对 角 为 直角 . 余下 部 分 按 虚线 折 起 可 成 为 一 个 缺 


上 底 的 正三 楼 柱 , 而 前 出 的 三 个 相同 的 四 边 形 恰好 拼 成 这 个 正三 棱柱 的 上 接 . 
(TI ) 依 上 面 剪 拼 的 方法 ,有 Vt >Ve ,具体 推理 如 下 : 
设 给 出 正三 角形 纸 片 的 边 长 为 2, 则 正三 校 锥 与 正三 棱柱 的 底面 都 是 边 长 为 1 


的 正三 角形 ,其 面积 为 和 ,现在 计算 它们 的 高 ， 


liA Ê, ha => tan30°= _ 


6 
. (fhem) S- (8-4) E-o 








-Ve >Vg 

(DWAD ,分 别 连结 三 角形 的 内 心 与 各 顶点 ,得 到 三 条 线段 ,再 以 这 三 条 线 
段 的 中 点 为 顶点 作 三 角形 ,以 新 作 的 三 角形 为 直 棱 柱 的 底面 ,过 新 三 角形 的 三 个 项 
点 向 原 三 角形 三 边 作 垂 线 , 沿 六 条 垂 线 前 下 三 个 四 边 形 , 可 以 拼接 成 直 三 楼 柱 的 上 
底 , 余 下 部 分 按 虚线 折 起 ,成 为 一 个 缺 上 底 的 直 三 柜 柱 , 即 得 到 直 三 校 柱 的 模型 . 

【 解 后 感言 ] 本 题 主要 考查 空间 想象 能 力 .动手 操作 能 力 和 灵活 运用 所 学 知识 
解决 实际 问题 的 能 力 ,这 也 是 今后 高 考 命 题 的 发 展 方向 , 解 好 此 类 问题 的 关键 是 对 





jJ & áo J PF ik 85 À 5 8 + 82 3 k MP 05 A 3. fb J$ + R Ë) 3 3⁄0 k K.A 2 05 5 # El 
形 , 同 时 也 能 将 立体 图 形 展 开 成 平面 图 形 , 这 需要 对 图 形 有 较 强 的 空间 立体 感 及 让 
富 的 空间 想象 力 . 


Z. +F 








解 题 秘 言 :在 立体 几何 中 ,巧妙 地 对 几何 体 实施 割 或 补 , 能 变 整体 为 局 部 .化 不 
规则 为 规则 ,利于 我 们 研究 问题 .解决 问题 ， 


HE 如 图 所 示 , 在 多 面体 ABCDEF 中 已 知 ABCD E F 
是 边 长 为 1 的 正方 形 ,; H AADE, ABCF 均 为 正三 角形 ， 
EF/ AB,EF 二 2, 则 该 多 面体 的 体积 为 ( `) C 
J2 V3 4 3 
人 > B. 3 C. -y D. A B 


【 解 】 如 图 ,分 别 过 A.B #E EF 的 垂 线 , 垂 足 分 别 为 


G.H, 连 结 DG.CH ,容易 求 得 EG= HF=+,AG=CD= 


BH=H =, 


ss 
_ 
| 

= 


: ] 
"SAAD 一 ABHC— 2 ~ 





VVe met Ve ac EV, ae = 5 XE X ++ Xx 

【 解 后 感言 了 本 题 采 用 了 切割 方法 ,分 已 知 多 面体 为 三 个 小 三 棱锥 ,然后 利用 
等 积 法 化 归 为 求 Vsasp 使 问题 巧妙 获 解 . 像 这 种 不 规则 的 多 面体 一 般 都 用 割 、 补 法 
化 为 规则 图 形 , 这 说 明 解 立体 几何 题 认真 观察 图 形 , 并 充分 发 挥 空间 想象 能 力 有 是 非 
常 重要 的 . 





B nmmr ERE PAB p,PA =a AB= P 

AC=2a, /PAB= / PAC= ZBAC= 60°, R =##t P-ABC 

的 体积 . A C 
【 解 】 I AB,AC 的 中 点 M,N, 则 AM=AN=a. D 
# PM,PN, yx 


<“ PA=AM=a, ZPAM=60° 
~ APAM 为 等 边 三 角形 , 即 PM=a 
HJ PN=a,MN=a 





















.三 棱锥 已 AMN 是 楼 长 为 a 的 正四 面体 ， — 
将 此 正四 面体 补 成 楼 长 为 工 的 正方 体 ( 如 图 所 示 ), 则 r- 


pT 


VE} =r = H “< š 





[RERE] 这 里 将 正四 面体 补 成 正方 体 ,使 问题 迅速 获 解 ,是 常用 技巧 . 当 直 
接 求 解 几何 体 的 体积 有 困难 时 ,可 考虑 将 该 几何 体 补 整 为 另 一 个 体积 比较 容易 计算 
的 几何 体 , 再 根据 这 两 个 几何 体 体积 之 间 的 关系 求 得 所 求 几何 体 的 体积 . 另外 我 们 
多 角度 ,多 方位 地 审视 本 题 条 件 , 会 发 现 还 可 延长 AP 至 QQ, 使 AQ 二 2a, 使 三 棱锥 
QABC 成 为 棱 长 为 2a 的 正四 面体 ,此 种 方法 也 很 简单 . 


MD MARERE ABC-A BC 中 , 例 


Iñi BCG B, 的 面积 为 5, 与 它 相对 的 侧 楼 AA 与 它 的 距离 
为 d. 试 求 该 三 棱柱 的 体积 

【 解 】 将 三 棱柱 补 成 平行 六 面体 ABCD-A, BC D., 
车 以 侧面 BCC B, 为 底面 , 则 相应 的 高 等 于 AA 到 平面 4 
BCC, B, 的 距离 d. 


.. VABCD-A, B CD, 一 Sd 





x V ABC-A, B) C, =N sen ü, Di 

.. V ABC-A, B| G) —- V aaco, B, cC D, = Sa 

[RERA] HAR RAMA PITA R K XK ER ñ R kak 2 2k E k 3 Fl 
题 的 常用 技巧 . 


@ =wwrascmnkmgp 


RtA 人 ABC, 斜 边 AB=10, Mimi PAB A PAC 垂直 于 底面 ,它们 的 二 面 角 是 30 ,侧面 
PBC 和 底面 成 60" 角 , 求 三 棱锥 相对 棱 AC 和 PB 间 的 距离 . 

LR] 如 图 所 示 ,把 Rt 人 AAACB 补 成 矩形 ACBD , 连 PD. 

“ACBD ..ACW 平 面 PBD 

"ACH PB BJ J BE Bs Bl AC 和 平面 PBD 的 距离 ,也 即 A 点 到 平面 PBD 的 
距离 . 

“BD | AD,BD | PA 






BD | 平面 PAD 
平面 PBD | 平面 PAD. 
作 AE] PD 于 EE, 则 AE 平面 PBD. 
在 RtAPAD ih, E= PA A. 
`" BC | AC, PA | 平面 ABC, H = # # E BE 
知 BC | PC, 
<: Z PCA 即 为 平面 P BC 与 底面 所 成 的 角 ， 
.PCA=60° 
X PA LAB,PA LAC, 
< Z BAC 即 二 面 角 B-PA-C 的 平面 角 ， < Z BAC=30° 
在 Rt 人 AAACB rh,AB=10, “BC=5,AC=5Y3 


在 Rt 和 PAD 中 ,PA=15,PD= V1 二 5: 二 5 /10 





即 AC 和 PB 间 的 距离 是 了 JT. 


【 解 后 感言 】 弄 面 直线 间 的 距离 ,通常 转化 为 线 面 间 的 距离 乃至 点 面 间 的 距离 
来 求 , 补 形 则 可 以 为 作出 这 段 距离 提供 立 " 足 之 点 . 





实战 秘 修 十 四 

1. SÉ ABCD th ,AB=4,BC=3,W AC 将 矩形 ABCD 折 成 一 个 直 二 面 角 B-AC- 
D , 则 四 面体 ABCD 的 外 接 球 的 体积 为 ( ) 
A. r B. 一 - C. E D. E 

2. 长 方 体 ABCD-A, B,C D, H,AB=3,BC=2, BB =1, h A 3| C, # K J k 2 i 
上 的 最 短 距 离 为 

3. 把 长 . 宽 各 为 4,3 的 长 方形 ABCD 沿 对 角 线 AC 折 成 直 二 面 角 B':AC-D WIA B A 
D 的 距离 为 ( ) 


AA 


B 
D 
v637 B 5 C V 337 D. 二 


A 5 | r: 
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. 如 下 图 ,在 三 棱 台 A BC -ABC 中 ,已 知 


A A| ŠM ABC,A ASA B, =B,C =a, 
B.B | BC, H. B, B 和 底面 ABC 所 成 的 角 是 45 RATE f; AER. 


ee 


A B 


. 已 知 一 等 腰 直 角 入 PAA 的 斜 边 AA =4a, B,C, D 为 线段 AA 的 三 个 四 等 分 点 ， 


BM,DN 垂直 44 ,分 别 与 PA,PA 交 于 M,N 点 . 苦 以 BM,CP, DN 为 折 痕 把 
APAA4“ 折 成 一 个 下 底 为 正方 形 ABCD 的 几何 体 ,使 A 与 4’ 重 合 . 求 这 个 几何 体 


的 体积 . 


A B C DA B >y 
IE — Ëf: P-ABC hy ; 侧 楼 长 为 2a, 过 A 点 作 与 侧 杰 PB,PC 412 HJ 
截面 AEF, 求 这 截面 周 长 的 最 小 值 . 


.如 图 (a) ,长 方形 ABCD 中 ,BC=a,AB=2W3a,; 把 这 个 长 方形 折 成 正三 棱柱 ,使 


AD 和 BC 重合 ,而 长 方形 的 对 角 线 AC 53 8 EF ,GH 分 别 交 于 M,N, W Bd 
(b). 在 三 棱柱 AFH-DEG 中 ， 


A F H B 


(a) 
(1) 求 异 面 直线 AM 和 EN 所 成 的 角 ; 


(2) 求 平面 AMN 和 底面 AFH 所 成 的 二 面 角 ; 
(3) 求 点 D 到 平面 AMN 的 距离 . 









. 如 右 图 ,已 知 在 四 面体 ABCD 中 , 面 ABC 及 面 BCD 都 是 


边 长 为 2a 的 等 边 三 角形 , 且 AD=2V2a,M,N Y W| E 8 AB 
与 CD 的 中 点 , 则 M 与 N 在 四 面体 表面 上 的 最 短 距 离 是 
多 少 ? C B 
9. 已 知 , 斜 三 棱柱 ABCA BG 的 各 条 楼 长 都 为 2, 侧 校 与 底 M 
面 所 成 的 角 为 60", 且 侧面 ABB1A, | 底面 ABC. A 
《1) 证 明 : BC L AG; 
(2) 求 三 棱锥 B, -ABC, 的 体积 . 
10. 已 知 , 在 直 三 棱柱 ABCA: B.G. 中 ,~ACB=90", Z BAC=30°,BC=1, 
AA, =/6,M Æ CC, 的 中 点 .证 明 :AB LA M. 
11. 在 圆 r +y —2r-1=0 中 有 一 内 接 AABC,ACVz 轴 , 且 角 人 和,B,C 满足 关系 : 
cosA * cosB+sinA 。 cosB+cosA 。sinB 十 sinA。sinB 一 2. i& AB, BC 与 工 轴 分 
别 交 于 M,N 点 ,车 把 坐标 平面 沿 xz 轴 折 成 60" 的 二 面 角 , 连 BC,B4, 求 此 时 N 
点 到 平面 AMB WHER. 
12. 一 正三 楼 锥 的 侧面 展开 图 如 下 图 所 示 . Z AOB—90°,QA=4,OB=3,AB 分 别 区 
楼 于 C,D 点, 求 在 正三 棱锥 表面 上 AAR BD 与 AC 所 成 角 的 余弦 什 . 





实战 秘 修 十 四 答案 与 提示 
1. C 沿 AC 将 矩形 ABCD 折 成 一 个 直 二 面 角 B 一 AC 一 D, 所 得 四 面体 ABCD 的 
外 接 球 半径 为 了。 
故 体 积 为 v=+,(+) =r 
2. 3⁄2 由 A 到 C, 在 长 方 体 表面 上 的 距离 可 分 为 3 种 情况 . 





mi Puri s. =. 
"m" antn a 






如 图 (1) ,由 A 经 过 校 4A,B, 上 一 点 王 到 Ci 由 A 经 楼 BB 上 一 点 下 上 到 Ci 由 上 
经 BC 上 一 点 G 到 Ci. 先 计算 由 A 经 已 到 Ci 把 侧面 4ABBA 和 侧面 BCC B. 
展 成 平面 图 形 ( 如 图 (2)), 由 A 到 Ci 的 两 点 间 线 段 最 短 , 即 A 到 Ci 在 长 方 体 表 
面 上 的 最 短 距离 就 是 线段 AGC 的 长 ,这 时 AC=5,CC =1,AC, = 26. 
同 理 可 计算 另外 两 种 情况 下 AC = V18 二 3Yy2 或 AC = /20= 22 V5 ,比较 可 知 3 
V2 最 小 . 
HARC 在 长 方 体 表 面 上 的 最 短 距 离 为 3V2. 


. C (用 排除 法 ) 作 BELAC + E, M| BE= 半 ,DD 显然 不 对 . 





CA 


因为 BD> E (lB > B fü 31) 


X ZBCD 在 平面 中 (第 1 个 图 ) 是 90° 
-HEZ BCD 小 于 90 J. BD=<5 
“…A,B 均 不 成 立 ， 

. 如 右 图 ,由 已 知 知 BC LAB, 人 ABB; 一 45 ,分 割 三 楼 A， Ë. 
SARH A B C -ADE.Ë£ #: C, EF- B. DB 和 棱锥 
C-C EF, 可 求 得 


Vee =V era s c —ADE T V gc, EF—B, DB 


a 





+V grc-c Er 
j 


= — ag’. 


6 
. 将 两 个 相同 的 几何 体 补 成 一 个 底面 边 长 为 a 的 正方 形 、 高 是 2a 的 长 方 体 , 即 得 V 


= aš. 


6. EF — Pe , BJ 181 3 # El PH zs. 2 81 AK IB] Jš) T< ñ 8 7 ë 
即 为 44 的 长 度 . 


° CÒ — 
* COSO 8 





D > 了 


CA 





=. COS3a = 4cos a — 3cosa 


ú 7 3 了 
— (F) SX -5 198 
r 
a ,; E- * L A 
— 121 ; 
SS 
SAA’ = Ta 


即 所 求 截面 周 长 的 最 小 值 为 二 a. 









7. (1) 连 结 HM, 则 HM// EN, 
“. Z AMH 即 为 二 异 面 直 线 AM 和 EN 所 成 的 角 . 


显然 AM= HM= VAF FM s (AB) + (25) - S, 





4 
2. (AM): — AH: 3 ` 5 


“0s AMH = 7. AM. MH = 





7 
VOL ZAMH=90 `. Z AMH=arccos 73 


即 异 面 直线 AM 和 EN 所 成 的 角 是 arccos =. 


(2) 延 长 NM, HF 使 两 者 相交 于 点 卫 , 连 接 AP, 如 下 图 所 示 . 则 平面 NPA 与 底 
面 PAH 所 成 的 二 面 角 即 为 平面 AMN 和 底面 AFH 所 成 的 二 面 角 . 


“. PF=FH 

又 “人 AFH 为 正三 角形 
“PF=FA, /PFA=120 
“LFPA=/FAP=30° 
“PAH=90 

“PALHA 

“由 三 垂 线 定理 可 知 PA LAN 

“, Z NAH 即 为 所 求 二 面 角 的 平面 角 


b+ 2 = 2 uu E: == 2 
A NH=-+-BC=-a, AH 3 AB 二 V3a 





2 
a 
⁄ NH 3 


AH £ V5a 3 
s NATI= 


: 3 
(3) SAAFH -x (Ba) EE 








LO 





e Viam Vaii ‘Snaim = Xa XAF= t xax ae 
E E pan = E E 

… 3 4 h 3 4 | 

TE 

|. R = 2 


. 展开 四 面体 表面 ,由 于 从 M 到 NN, 由 表面 有 经 AD EBD 楼 ,BC E, AC 校 四 种 


方式 , 故 展开 图 形 有 如 下 四 种 : 


(1) (2) (3) (4) 
显然 (1),(3) 情 形 下 ,MN=AC=2a; 


在 情况 (2) 下 ,如 上 图 所 示 ,延长 AB 与 DC 交 于 点 下 ,可 求 得 
Z E=30 ,EM=(2/3+])a,EN=3a, 

此 时 MN= VEM FEN: —2 + EM + EN. cos30° =y 4+3a>2a., 
在 情况 (4) 下 ,连接 CM, 也 有 

MN = /CN:+CM:—2 + CN * CM + cosl90 F30) 


=/ aè + (/3a) ta* /3a=/ 4+./3a2>2a 
-M 与 N 在 四 面体 表面 上 的 最 短 距 离 是 2a. 


. (D4 =Z tE ABC-A, BC 为 四 棱柱 ADBC-A, D. B, G, ,如 右 图 所 示 , 连 结 B, D, W 


B, D/C A. 


“… BiD 5 BC 所 成 的 不 大 于 90 的 正 角 即 为 异 面 直 线 BiC AC, 所 成 的 角 ， 


连结 CD, 作 B,O | AB FO. 
"EH ABB, A, | 底面 ABC. F H ABB, A (E H ABC= AB, 
BIO 平面 4BC, Z OBB, BAH B, B 与 底面 ABC 所 成 角 ， 







"Z OBB, — 60° 
而 BB,=2 “B. O=¿/3,H BO=1. 
.. O 为 OADBC 的 对 角 线 交点 会 BIOC A Š 
2AB OD. 

又 BC=AC=AD=DB=2, /DBC=120", 
-.CO=/3 
^ Z DB,C =2 Z DB, O=2arctan 


CO " 
= — = 1= 90 
Zarctan B.Ö 2arctan 


“BD| B,C,B, CL AC, 
(2y"" CC, / BB. "CC. A 平面 ABB, 


x AB ya | 


10. 如 右 图 , 作 直 三 校 柱 A. B, G — A; B; C; , 使 C; „Bı sA) 分 别 
为 CO, BB, AA; 的 中 点 ,连结 A, B; , B,M., W| Z B, A. M 为 





AB, 和 AM 所 成 的 角 , 在 RAAGM 中 ,AM 一 了 ;在 


RtAB,C,M 中 ,BM 一 他， 


x A, B, =10, A, B, +A, M =B M. 





(1) (2) x 
11. 由 已 知 可 求 得 在 平面 图 中 ~A= Z B=45°, BJ A ABC 是 等 腰 直 角 三 角形 ,AB 


AC//MN,NB=NC=1,MN L NB,MN | NC, 折 后 人 BNC= 60”, ABNC 是 边 











12. 


长 为 1 的 正三 角形 ,如 上 图 (2). 
MN | 平面 NBC, 平 面 AMN | 平面 BNC， 
人 和 八 BNC 的 CN 边 上 的 高 即 为 B 到 平面 AMN 的 距离 ,其 值 Be 


l 


-Vs uv 一 二 . —MA + MN + sn AMN + h= 


2 
M ACI FI BNC,..AC| BC 


在 RtAABC 中 ,AB 二 vy5,MB= MA=y2， 
-BRI Same 一 一 LJ, 


所 求 距离 满足 与 . d + SAAMB — V p= AMN = 


AFRE th , Hi E 92 E BB n] sk 9 


Op=-BD,OC=-AC 


BD=> (4 J33) ,AC= 3V3 —4) 


在 空间 图 形 中 , 作 BE/ AC 2 OC 于 E, 连 结 ED, BJ Er sk S 5k IË cos/ EBD. 
在 入 OAC 中 ,由 相似 三 角形 性 质 , 有 BE — — AC, OE = — 0C = — AC, # 





be 


V3 
| 


AOED 中 ,DF =OD + OE° — 2OD + OE <+ cos30 


wecos DBE= 9 A BD. BE 


BD’ + BE° — DE? -81). 





圆锥 曲线 是 高 中 数学 的 重要 内 容 之 一 ,也 是 高 考 的 主要 考查 内 容 . 而 直线 与 圆 ‖ 765 
能 曲线 的 交汇 与 整合 尤其 受到 命题 者 的 青睐 . 因为 这 一 部 分 的 内 容 涵盖 了 解析 几何 
的 主体 内 容 , 且 又 可 以 与 代数 中 的 方程 ,不等式 .三角 函数 及 向 量 和 参数 方程 相 整 
合 ,因而 成 为 热点 是 理所当然 的 事 了 . 


一 、 利 用 圆锥 曲线 的 定义 








解 题 秘 言 :在 处 理 直 线 与 圆锥 曲 组 的 相关 问题 时 ,往往 离 不 开 圆 锥 曲线 的 定义 . 
一 是 依 圆锥 曲线 的 定义 来 确定 相关 的 特征 量 , 二 是 涉及 离心 率 问题 要 用 到 圆锥 曲线 
的 统一 定义 .因此 ,圆锥 曲线 的 定义 是 解 有 关 圆 锥 曲线 问题 的 重要 工具 . 

Lil (2008 年 重庆 高 考 理 。T21) 如 图 ,M( 一 2,0) 
和 N(2,0) 是 平面 上 的 两 点 , 动 点 卫 满 足 :| PMI 十 | PN 
= 

CRA P 了 的 轨迹 方程 ; 


(2) 车 |PM| .|PN| 一 -一 os KEN' 求 点 了 的 坐标 
【规范 解析 】 (DAA M( 一 2,0),N(z,0)， 
IPM|+|PN| =6G>|MN|=4, 

所 以 点 忆 的 轨迹 是 以 M,N 为 焦点 ， 

长 轴 长 2a= 6 65 # Bl , 








A tÆ RE c 一 2， 
KE a=, 

CET ES 38 p= Wa’ 一 
=f, 

aE E- Er 2 32 3 


É z 
2 
g gl 











Ú 
(2) 由 |PMI，|PNi =I os 7 MPN ^ 


IPM| » | PN|cos MPN = |PM]| * |PN| —2 D 
因为 cos MPNÆ1, PA P RA W EKAT, 

故 P.M N 构成 三 角形 . 

在 八 PMN 中 ,| MN | 二 4, 由 余弦 定理 有 

IMN|2 = |PM|:+ |PN|* —2| PM| : |PN|cosZ MPN @ 
将 山 代 入 多, 得 

4 =| PM| +|PN|°—2(|PM| - |PN|—2), 

所 以 (|PM| 一 |PN|) =12, 

|| PM|— |PN||=2./3, 


2 
故 点 了 在 以 MN 为 焦点 , 实 轴 长 为 2V3 的 双 曲 线 二 一 y =1 上 . 


2 2 
由 (1) 知 ,点 了 的 坐标 又 满足 二 十 和 一 1, 所 以 


RETA 
5z 二 gy =45 zx 一 十 一 
由 方程 组 | ” ，》 。 a 
m — 3y 三 3 o w: 
y=+ 
MERE 








m P aega (EE) (88,5) (3 >) (38, ). 


【 解 后 感言 】 W i apk og 了 解 题 的 方向 ,而 且 


大 大 地 简化 了 解 题 的 过 程 ,充分 地 体现 了 运用 二 次 曲线 定义 的 重要 意义 ， 





d (2008 FAA | jr . T15) 已 知 下 为 抛物 线 C : y — 4x 的 焦点 ， 


过 下 上 且 斜 率 为 1 的 直线 交 C 于 4 、B W.W |FA|>>21FB|, J| FA] | FBI|B tt 








LER] 3 十 2v2. 
【规范 解析 】 71: y 一 0 一 工 一 1， 
Pp y=xr—1, 





=gz— l 
JK > = +° —6xz+1=0 


z, =3 +22, zp =3— 2V2, 


. I<IFA| _IAA'| _3+2/2—1_ 
D iW WE 一 3 十 2V2. 






二 .与 交点 个 数 有 关 的 问题 








解 题 秘 言 :直线 与 二 次 曲线 的 交点 个 数 问题 ,通常 是 化 归 为 联 立 直线 和 二 次 曲 
线 的 方程 解 方程 组 来 处 理 : 若 方程 组 无 解 , 则 直线 与 二 次 曲线 无 公共 点 ! 者 方程 组 有 
一 解 ( 或 两 解 ), 则 直线 与 二 次 曲线 有 一 个 交点 (或 两 个 交点 ). 


GD URINA AOM B(0,a) 的 直线 与 抛物 线 == —2r—3 没有 交 
LR] 由 A(a,0),B(0,a) 得 AB 的 截 距 式 方程 一 十 一 二 1, 即 y 二 a 一 ZX; 代 人 


抛物 线 方 程 y=x: 一 2x 一 3 并 整理 得 
x —z—(3+a)=0. (*) 
“直线 与 抛物 线 无 公共 点， 
TEDES t: 
l3 


即 A=1+4(3 +a) <0, #49 ax- T 





ik a 的 取 值 范围 是 (一 ,一 地 ). 


【 解 后 感言 】 化 直线 与 二 次 曲线 交点 问题 为 消去 y( 或 T) 的 一 元 二 次 方程 的 解 
的 问题 是 这 类 问题 处 理 的 常用 通 法 . 


QD 已 知 直线 y=(at+1z 一 1 与 曲线 =ax 恰 有 一 个 公共 点 ,求实 数 。 
的 值 


【 解 联 立方 程 





y=(a+1]1)z—1 


y =ar 
=] 
(1) 当 a=0 时 此 方程 组 恰 有 一 组 解 | _。 


ell =A 


(2)a £0 时 ,消去 xz 工 得 x 


车 s+==0, 即 a= 一 1 时 ,方程 变 为 一 元 一 次 方程 


a 





—y—1=0. 


此 时 方程 组 恰 有 一 组 解 s. 


@ 若 “一 天 0, 即 a= —1 HÍ, 






A A=0 得 i 二 0, 解 之 得 a= -5 
此 时 直线 与 曲线 相 切 , 且 只 有 一 个 公共 点 . 
综 上 所 述 , 当 a 一 0, 一 1, 一 全 时 ,直线 与 曲线 光一 az 只 有 一 个 公共 点 . 


【 解 后 感言 】 对 这 类 合 参 数 问题 的 处 理 ,一 定 要 注意 分 类 讨论 ,其 中 最 容易 失 
误 的 是 误 认为 a0. 
MD 直线 /y=kz+1 与 双 曲 线 C:2z’ 一 > 一 1 的 右 支 交 于 不 同 的 两 点 A， 


(本) 求实 数 上 的 取 值 范围 ; 
(TI ) 是 否 存在 实数 上 ,使 得 以 线段 AB 为 直径 的 圆 经 过 双 曲 线 C ERAF? 
E] (1 了) 将 直线 /的 方程 y==kzr 十 1 代 人 双 曲 线 C 的 方程 222 一 y = 1 后 , 整 
理 得 
(k: 一 2)T + ?2Ëx +2= 0 D 

依 题 意 ,直线 /1 与 双 曲 线 C 的 右 支 交 于 不 同 两 点 , 故 

k — 20 

A= (2k) — 8—2) 0 

2Ë * 
w: WE 
2 

Fao 
解 得 上 的 取 值 范围 为 一 2<k 过 一 y2.， 
(H) A,B 两 点 的 坐标 分 别 为 (zi yi), (z; ,yz); 则 由 中 式 得 





2k 2 
ITT op "TaD 2) 


假设 存在 实数 ,使 得 以 线段 AB AARAA i £ C ERA F(c,0), 
则 由 FA1EFB 得 (zl 一 c)(Czs 一 上 十 my 一 0， 

即 (z, — e) Cza —c) T (xz; + 1)(&z, 1)=0 | 

wm (+l: t kela tard tet +1=0 3) 


把 @ 式 及 =- Y AG se 十 2VBk 一 6 一 0. 
gait n = 55 gq (一 2, 一 VD)( 合 去 )， 


w = ETVE 48 18 E: AB 为 直径 的 加 经 过 双 曲 线 C 的 右 焦点 ， 





mr. = 一 
Ce aen m a 






m 【 解 后 感言 】 在 探求 实数 的 取 值 范围 时 ,不 等 式 组 (x ) Pp É —220,A20 可 
能 不 会 忽视 ,但 将 直线 1 与 双 曲 线 C 的 右 支 的 交点 化 归 为 (%* ) 中 的 后 两 个 不 等 式 有 
可 能 为 忽视 . 


D 
“< 
A 0 B 


He (2008 年 湖北 高 考 理 。T19) 如 图 ,在 以 点 〇 为 圆心 ,14B| =4 为 直径 


的 半圆 ADB 中 ,OD | AB,P 是 半圆 孤 上 一 点 ,人 POB= 30". 曲线 C 是 满足 | | MA | 
一 |MB| | 为 定 值 的 动 点 M 的 轨迹 , 且 曲 线 C 过 点 二. 

(1) 建 立 适 当 的 平面 直角 坐标 系 , 求 曲线 C 的 方程 ; 

(2) 设 过 点 DD 的 直线 i 与 曲线 C 相交 于 不 同 的 两 点 巨 .F,. 若 人 AOEF 的 面积 不 小 
T 2Y2, 求 直线 1 斜率 的 取 值 范围 

【规范 解析 】 (1) 方 法 一 :以 〇 为 原点 ,AB,OD 所 在 直线 分 别 为 工 轴 、y 轴 ， 建 
立 平面 直角 坐标 系 ， 

则 A( 一 2,0),B(2.0)D(0,2) ,PCV3 ,1)， 

依 题 意 ,得 ||MA| 一 |MBII=|PAI 一 |PBI 


=/ HBI 十 12 —V (2 —/3)° + 1° 

=2 /2<|AB|=4, 

.. b C R 2 8 h. 3 Pu A.B 3 A 5. 65 a dh X. 
设 实 半 轴 长 为 a, 庶 半 轴 长 为 b, 半 焦距 为 Cc， 

则 c= 二 2,2a 一 2 V2， 


fa a” = 2 b = c° — aš — ó. 





2 2 
CHACHA 1. 


方法 二 ;同方 法 一 建立 平面 直角 坐标 系 ， 

则 依 题 意 可 得 

IIMA|—|MB|| =|PA|—|PB|< ABI] =4, 
曲线 CC 是 以 原点 为 中 心 ,六 .B 为 焦点 的 双 曲 线 . 


z 2 
RAD RH 2 8 g r= 1(a2>0,b>0), 


则 由 a ooo? 








解 得 a =b =. 
nA C 的 方程 为 五 一切 一 1 
(2) 方 法 一 : 依 题 意 , 可 设 直线 /的 方程 为 y 一 AZ 十 2， 
代入 双 曲 线 C 的 方程 并 整理 ,得 
(1— k) —4kr—6=0 D 
“直线 /与 双 曲 线 C 相交 于 不 同 的 两 点 上 ,下 ， 
. [1—k* 0 
: pi 
El 
— 
Patera 
*.k€ (—/3,—1)U(—1,1)U(1,⁄/3). D 
设 E(x sy) FCT sY)» 


则 由 四 式 得 z +z =, 
0 

I= 

*#|EF[|=/ (xz, n) + (y, — 
= AFR) — z) 

= SIFE «la Tr) —4z=, =, 


Sd: 2V2 V3—k 


11 一 | 


二 1 一 


2 
而 原点 口 到 直线 FETI 








np o ua | EF | = < 


_ 2⁄2 /3—F 
= 
#AOEF 面积 不 小 于 2Y2， 
即 Shor 222 /2 


则 有 2 a >o =2 
k: P QQ. 
M t — 2<k< VZ. © 
综合 回 . 团 知 ,直线 /的 斜率 的 取 值 范围 为 
[一 /2 ,一 1)U( 一 1,1)U(CLV2]. 











三 \ 有关 弦 长 问题 


解 题 秘 言 : 涉 及 直线 y= 二 kz 十 b(k 关 0) 与 二 次 曲线 相交 于 Alxi yi)， 有 (rayyz) 
两 点 , 求 弦 长 的 问题 ,通常 应 用 弦 长 公式 ， 
|AB|= /(z z tm y) = |z —z,| /1+ËÉ 
= /Gi Tx) han Vitk 
= |>, —y | ° 1+5 
#JH k t Z kak Bi. u tE ARS HAR E. 
AD ooo 年 全 国 工 高 考 文 T22.m + T21) UB 09 rh b AA O, R 
点 在 工 轴 上 W EA RER YS] L L ,经 过 右 焦 点 下 垂直 于 WARIH L lk 


TA,BB K. 6% |0A| |AB|. 0B 3683238, B BF3FZA F. 


(1) 求 双 曲 线 的 离心 率 ; 
(2) 设 AB 被 双 曲 线 所 截 得 的 线段 的 长 为 4, 求 双 曲 线 的 
方程 . 


Š 2 
【规范 解析 】 (DAR AASE T r= la>, 








b>0), E85 A F(c,0)(c>0), 
则 =at +b. 
FH lo: br—ay=0,Lbz-ay= 0. 


n FA = EXEN 一 人 


da +b 
OX Yok -AF =a. 


S A |AB|? +10A|?=|0B}?, 


|OB|=2|AB|—10A|, 
所 以 |AB|:+|O2X|:=(2|AB|—|10A|)’, 
AB. 4 


于 是 得 tanZAOB= JA a? 


x BË 5FZ MA. LAOF= ZAOB, 


2tan Z AOF 
1— tan Z AOF 


e 
O mamana 


所 以 £, 
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解 得 tan AOF= À, tan /AOF 一 一 2 全 去). 
因此 也 一 asa =s er 

双 曲 线 的 离心 率 为 = S = 15. 

(2 由 &=20 知 , 双 曲 线 的 方程 可 化 为 


t — Ay = 4b° D 
由 也 的 斜率 为 万 ,c 一 /5b p AR AB 的 方程 为 
=—2(zr—5b) @ 


将 回 代入 中 并 化 简 ,得 

15z 一 32V55zr 十 841 =0. 

ik AB 与 双 曲 线 的 两 交点 的 坐标 分 别 为 
Cti oy) CTI)» 


245b 84b 
则 xı Tr, 一 3 ps XT * T, 一 Te 


na 

= V1 二 (—2): + |z z | 

= /5 [Ca Fa) —4x z; ] @ 
将 图 代入 图 ,并 化 简 得 /一 他, 而 由 已 知 ! 一 4， 


t b=3,a=ĝ, 





2 2 
所 以 双 明 线 的 T =S =l, 





wh (2007 年 安徽 高 者 文 ，T18) 设 下 是 抛物 线 G:z 一 4y 的 焦点 . 


(1) 过 点 P(0, 一 4) 作 抛物 线 G 的 切线 , 求 切线 方程 ; 
(2) 设 A.B 为 抛物 线 G 上 异 于 原点 的 两 点 , 且 满 足 FRA， 了 B=0, 延 长 AF、BF 
分 别 交 抛物 线 G 于 点 C.D, 求 四 边 形 ABCD 面积 的 最 小 值 . 


【 解 】 (1) 设 切 点 Qr 2). h y = TAMRE Q 点 处 的 切线 斜率 为 也 


故 所 求 切线 方程 为 2 =i- Zo) 


2 
+o 


因为 点 P(0, 一 全 在 切线 上 ,所 以 一 4 一 一 二 z =b ng = +4. 


所 求 切 线 方程 为 ?一 士 2z 一 4， 

(2) 设 A(z, x), CC; sya). 

由 题 设 , 知 直线 AC 的 斜率 上 存在 ,由 对 称 性 ,不 妨 设 k > 0. 

因 直 线 AC 过 焦点 下 (0,1) ,所 以 直线 AC 的 方程 为 y 一 kz 十 1. 
y=Ëxz+1, 





点 A.C 的 坐标 满嘴 方程 组 | ，， 
© —=+ys 


得 x —4kxr—4=0, 


T} +r, =k, 
由 根 与 系数 的 关系 , 知 | 


T, x, = — 4. 


[AC] = (>, —x=,) +y — yz) 
= SIFE a, +r) —4r z, FAHR). 
因为 AC | BD, 所 以 BD 的 斜率 为 一 二 ,从 而 BD 的 方程 为 y= 一 二 x 十 1. 


同 理 ,可 求 得 |1BD| =i (- 1) |= 


8(1+ E) 
Suusa =+ ACI + |Bpi =E 


=8(+2+ 77) >32. 


4 k=1 时 ,等 号 成 立 . 所 以 ,四 边 形 ABCD 面积 的 最 小 值 为 32. 
[RERE] 这 里 利用 弦 长 公式 将 |MN | 表示 出 来 ,从 而 求 得 人 AMN 的 面积 


是 解 题 的 关键 . 





( 伏 短 是 否 在 在 国 锥 曲 线 C, 同 时 满足 下 面 两 个 条 件 ? 
D 原 点 O 及 直线 +=1 分 别 是 它 的 一 个 焦点 和 相应 准 线 ; 
@ 该 曲线 上 存在 两 点 A,B 关 于 直线 十 y=0 对 称 , 且 1AB| 一 2V2. 


车 存在 , 求 出 C 的 方程 ;车 不 存在 ,说 明理 由 . 

【 解 】 假设 曲线 C 存在 ,其 离心 率 为 e, 设 P(x,y) 是 曲线 C 上 任 一 点， 
hO =e, 

化 简 得 (et +y tHe x—e =0 (D 
设 被 直线 zt y= 垂直 平分 的 弦 为 AB, H. Alr ,Yi) , B( x; y) F AB 的 中 点 










© 














MKzoyy), 则 AB 的 方程 为 
y 一 加 二 1，(z 一 To) Ë] x y= t — y 
又 "“M 在 直线 x 十 y= 二 0 E, “To yo 0, 
即 y, = — x, 
故 AB 方程 为 TY it D 
AC y) B(z,,y,) A HE C 上 的 点 ， 
Aer ty He zr—e =0 (@ 
Oaer +y; tHe rx,—e =0 (4) 
由 名 一 也 得 
(1—e)(z2:—22)+ (yl yi) te (z, —z,)=0 
D = 有 y y, = z — zr 250 
AAE +z,)+ (y, Ty,)+2ë =0 
Aae) * 2r +2y, +2é =0 
“rz (1—#—1)=—éë, Tol] 
"AB 的 方程 为 p= ys © 
HOOH E yeer tHe ate =0. 
若 2 一 2 = 二 0, 即 e 一 2 时 ,直线 AB 与 曲线 C 不 存在 两 个 交点 ,不 合 题 意 ， 
Me 22. 
“z, Tx; 22 
|AB|= /1+# |z, — z, | =2 4⁄2. 
*|AB|:=(1+E')[(z, +z,)° —4zi z, ]=8, 





4— e° 
=Z, zx, Ta 9 








_ Ê 
a 2(2—4x3 a) = Sest 


将 e 一 4 代入 中 ,化 简 得 
9 


D E 
2 (= 3) 


T =1. 


故 满足 条 件 的 圆锥 曲线 C 存在 ,是 中 心 在 (一 ,0) 焦 点 在 工 轴 上 的 双 曲 线 ,其 广 


E 4 3 2 
8 (= g? 1 Y 1. 


【 解 后 感言 】 由 于 题 中 未 指明 具体 的 圆锥 曲线 类 型 , 故 应 用 二 次 曲线 的 统一 定 
叉 化 为 离心 率 e 来 处 理 . 本 例 集 对 称 问题 、 弦 长 问题 ,参数 问题 .探究 问题 于 一 体 , 电 
维 含量 高 ,应 注意 理解 和 消化 . 





四 、 弦 的 中 点 问题 
ee 


解 题 秘 言 ;直线 与 二 次 曲线 相交 形成 的 弦 的 中 点 问题 是 高 考试 题 中 常常 涉及 的 
类 题目 . 涉及 弦 长 的 中 点 问题 ,常用 “点 关 法 " 设 而 不 求 ,将 弦 所 在 直线 的 斜率 , 政 
的 中 点 坐标 联系 起 来 相互 转化 ， 


设 直线 SRA +H% = a >> OMET A,B 两 点 ,坐标 分 别 为 ACxi， 
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yi) ,B(x ;Ys ) ;线段 AB 的 中 点 为 M Cro syo) s D 

















ti aJi 
a | 
双关 
p =l 
EREE”: — xš 
m SM. E, 
Bi Yi Y: b ntr — b k 
tı ` T? a° yı T yz a yo 
_ bto 
故 k= a? ya 
x° y _ b° xo 
MART p =] 也 有 类 似 的 结论 m 


N -ozn 2p -Ë 
抛物 线 y = 2p= 也 有 类 似 的 结论 & ee x; 





fD coos 年 北京 高 考 理 ，T19) 已 知 菱形 ABCD 的 顶点 A,C 在 椭圆 


rz 十 3y 二 4 上 ,对 角 线 BD 所 在 直线 的 斜率 为 1. 
(1) 当 直线 BD 过 点 (0,1) 时 , 求 直线 AC 的 方程 ; 
(2) 当 一 ABC=60 时 , 求 姜 形 ABCD 面积 的 最 大 值 . 
【规范 解析 】 (1) 由 题 意 得 直线 BD 的 方程 y 王 + 十 1. 
因为 四 边 形 ABCD 为 鞭 形 ,所 以 AC L Bb. 
于 是 可 设 直 线 AC 的 方程 为 y 二 一 十 1, 
由 r 十 3y = s 4r — nrt 3n* 一 4 一 0， 
y=-— rtn 
因为 A,C 在 精 图 上 ， 


所 以 A 二 一 12w +64>0, 8 ff — t c a tš. 














设 A,C 两 点 坐标 分 别 为 ( 工 ) TOPLE: sYa) 


¿ __ 
则 ra =E. a =m 1. 





i _ n 
yi — z Tn y, = —z; +n, Pf vÀ y, Ty =s 


3n n 


所 以 AC H P AERA Cm 2), 
由 四 边 形 ABCD ARETHA, 
AC DAAR EREET 


所 以 于 一: 十 1, 解 得 n= 一 2， 


所 以 直线 AC 的 方程 为 y 一 一 工 一 2 

Bp z 十 ?十 2 一 0 

(2) 因 为 四 边 形 ABCD 为 黄 形 , 且 一 ABC 一 60 ， 
r A |AB|= |BC| = |CA], 

所 以 其 形 ABCD 的 面积 s=% ac]? 


由 (1) 可 得 |AC| = (z, —zx)° 十 (yy 一 yy) 


_ 一 3n +16 
92 % 


所 以 s= (— 3n’ +16) ETN 


所 以 当 n 二 0 W , E ABCD 的 面积 取得 最 大 值 4V3， 
mz (2008 年 陕西 高 考 文 。T21 . 理 。T20) 已 知 抛物 线 C. y=2x' ,直线 


y 一 Az 十 2 交 C 于 A,B 两 点 ,M 是 线段 4B 的 中 点 ,过 M 作 z 轴 的 垂 线 交 C T N. 


2r), 





(1 证 明 Bh MJ CEA N 处 的 切线 与 AB 平行 ; 
(2) 是 否 存在 实数 上 使 NA .NB=0, 若 存在 , 求 上 的 值 ;车 不 存在 ,说 明理 由 . 
【规范 解析 】 方法 一 :(1) 如 图 , 设 ACz 221), Blt, 


把 y=kz-+ 2 代入 y=2x° 得 
2x —kr—2=D, 
由 根 与 系数 的 关系 得 





r+zxn= zn =l, 








二 


ee 
4 * 


“a TN = TM = 了 
AN 点 的 坐标 为 (全 ， 和 ) 


k 
设 抛物 线 在 点 N 处 的 切线 1 6383 y- mz) 


. k KKO 
将 y=2x 代入 上 式 得 rus bs. 


“直线 1 与 抛物 线 C 相 切 . 

mk Kyo a sef an 
A=m 8 (TT ) =m —2mk+k'=(m—k)* =0, 
smk, Pp I AB. 

(Ri 4 ER k MA. NB=0, 

则 NA LNB， 


x "M Z AB P 8, 7. | MN| =- IAB]. 


由 (1) 知 yu= C 十 为 ) 一 村 (kzi 十 2 十 ka 十 2 


= 


-likn tn) +4]=4 (E +4)= =Ë +2, 
` MN | + 3⁄4, 

; k’ k _ +16 

^ IMNIS lyu zyn 5 rtt gg 


AL |AB|= /1+Ë * (z, — | 


= y 1t 。 Vn Fa) Ar, Ta — ÅT T} 


Ds 


= /1+ ° >» =x 
jii jaaa 
din EL. JE FIS, 





解 得 二 十 2, 即 存在 k= 土 2, 使 NA， NB= 
2 2 
53 RE 


AB, 求 直线 ! 的 过 程 
【 解 】 如 图 所 示 , 设 /与 椭圆 、 双 曲线 的 交 操 为 Alzxi， 
Yı ) , B(x; y£) IGCT sy) D(z, yy) ) 














由 i 的 两 个 式 了 于 相关 及 j 的 两 个 式 子 相 减 ,得 
16(z; Fa ) (z, a T295(y; +y ) (Jy, — y, )= 0 
m Ty ot x => == Uy pan (yy a 
“C.D EAB 的 三 等 分 点 ， 
“CD rh A (z; y) j AB 的 中 点 重合 , 且 1AB|=31CD|. 


0 +r — 3 i — J? Ty — J3 +y. 
kii 2 2 °% 2 


t = Yh TIT ya). 

. [16r (z, —z,)—= —25ys (y, — ys 2 

ü x (Z, zy )= y (y, — ys) 

# ty A0, M] z, 52; sy: 5y BÑ z; 5 z, y, s: 

A, B,C, D 为 不 同 点 ， 

“T Er y Ey i 12,3,4, H j. 

由 人 中 二 名 得 16 王 一 25 ,矛盾 ， T. Z. y. — 0. 

(DH z, =0,y, Z 0 BJ , AOH y, — y, A0 ER L z 轴 . 
BLATER y=b, UV A W B] , XW EH 2k Jy ES 


T1 3 = +— a” 16— b ;Ts 4 =È y +1. 
Tama =3(z a) E y 16—b = yb 十 1， 


16 


b= +s. 


"1 8388 y= + TŠ. 


(2) 当 y, =0 r A0 Rl AOR 工 =z,Z0,JiËf ¿// y SH. 
设 1 的 方程 为 z==c, 分 别 代 人 椭圆 、 双 曲线 方程 得 


=A y LIE sYa 7È í C 一 了。 


“yy =3(y — y), E 29—¿ =Ü we 一 ` 


25 . 25 
fok = moe ass a = + —— 
s: 211 的 方程 为 了 JAL 


(3) 当 z, =0,y,=0 R A 1 ERRA H AS r BH 3 BL. 


设 ! 的 方程 为 ?一 Az, 分 别 代 入 椭圆 、 双 曲线 方程 得 


Ə O 


x 二 圭一 一 人 一 ,zx ,一 圭一 一 一 
v16+ 25k l-k 
a 一 区 = 3l, — t), "k= +>. 
' _ | 16 
iel HAEN y= EET 
综合 (1)(2)(3), 直 线 1 的 方程 为 









y= +r s y= +Ñ z= i 


【 解 后 感言 】 本 题 融 椭圆 、 双 曲线 .直线 .等 比分 点 和 多 重 分 类 讨论 于 一 题 , 契 
直线 与 圆锥 曲线 相交 问题 的 典型 试题 ,由 于 本 例 系 广东 省 高 考 压 轴 题 ,思维 容量 当 


然 较 高 ,值得 认真 品味 ， 
了 五、 借助 于 曲线 系 


I E ARER EE EEEREN 
ei 


RERA: 当 直 线 与 二 次 曲线 满足 某 些 特定 条 件 时 ,其 实质 就 是 求 某 曲 线 系 中 
特定 的 一 条 曲线 或 求 两 曲线 系 的 交集 ,因此 ,我 们 可 以 借助 于 曲线 系 的 思想 方法 , 先 
利用 其 中 的 某 些 条 件 写 出 具有 一 般 特征 的 曲线 系 方程 ,然后 再 根据 其 余 的 条 件 求 出 


待定 的 系数 ,使 相关 的 问题 获 解 ， 
短 答 一双 曲线 与 双 曲 线 巷 一 并 一 1 共 渐 近 线 , 且 与 直线 < 一 ?一 1 一 0 相 
H , 求 此 双 曲 线 的 方程 . 
， Z 了 -和 
【 解 】 设 所 求 的 双 曲 线 方程 为 6 n 
一 和 yy =À. 
eh = À 
由 方程 组 | _ = zt 
3° —2y+(A— 1). 
因为 此 双 曲 线 与 直线 相 切 ,因此 由 A==4 一 4X3(4 一 1) 二 0, 解 得 
人 
和 


将 一己 代入 四 得 ,3z? 一 12y? 一 


故 所 求 的 双 曲 线 方程 为 3 一 12y — 4. 
【 解 后 感言 】 方程 四 就 是 与 三 一 一 1 共 渐 近 线 的 双 曲 线 系 ， 这 里 实质 就 是 


待定 参数 À. 





TMD Pummuamcae RAE ME ARER y= yt? 截 得 的 


蓄 长 为 3V5, 求 椭圆 的 标准 方程 . 


w t= Ail) w 
又 其 焦点 在 工 轴 上 ， 
"RI E 2 一 MCA>>0), 即 3 +4y 一 124 一 0， 


将 y= art 代 人 椭圆 方 程 ,整理 得 之 十 2r 十 4 一 34 一 0 
由 韦 达 定理 知 :zi xz; = —2, zi z, =4— 334. 
HARAR A 
3 /5= V1+k |zi— zs | 
= /TR V (=, Har) — Ar z; 


= IT (—2)*' —4Ç4— 32) 


= /5(3) 3) 
解 得 1 一 4. 


放 所 求 的 椭 贺 方程 为 世 十 部 一 4, 即 符 十 污 一 1 





【 解 后 感言 】 “+X-1Q>04 438 R o RH Ht £. 
M Caa PORMAT +H -lGa>b>0 ENA F F, 为 本 加 


的 两 焦点 , 若 PF, | PF; WAR: DRRAKE: APF F: 的 面积 , 








【 解 】 (] )% F (C—c, 0) ,F,(c,0), MJ é =a — c. 
* PF, | PF; , RPF, g RPF, 一 一 1， 


4 4 p 
-Em "3 一 -一 1, 解 之 得 cc s 





2 
椭圆 方程 可 设 为 二 55 十 一 1. 
“点 P(3, Wi 


9 
TTi 一 1, 解 之 得 20. 


nt 
(11) 由 焦 半 径 公式 有 


| PF; | =atez=3 5+7 -X3=4V5, 





5 
IPF,|=a— =3 /5— — X 33=2 /5. 
i = 3.5 


T 1 1 
n Sarr => | PF. | * IPF,| = X4V5X2Y5=20. 


【 解 后 感言 】 共 焦点 圆锥 曲线 R+, OHARRA k (c,0) 


ñ W Nm) Á , 35 — ° < t—<0 时 ,表示 共和 焦点 ( 士 c,0) 的 双 曲 线 系 ; 当 < — ¿š 时 ,无 轨迹 ， 
运用 共 焦点 曲线 系 建立 方程 时 ,一 是 要 注意 焦点 所 在 的 坐标 轴 ; 二 是 要 注意 参数 1 
的 取 值 范围 

( 伏 区 如 图 所 示 , 已 知 抛物 线 ?一 2bz(p>0), 过 y 
焦点 正 任 作 两 条 互相 垂直 的 直线 与 抛物 线 分 别 相交 于 两 
点 A,B 和 C,D. 问 这 四 点 能 否 共 圆 ? 若 共 贺 , 求 出 所 共 加 
的 方程 


【 解 】 点 下 的 坐标 为 ( 去 ,0 ) ,将 抛物 线 方程 变形 为 


y —2pzr=0 D D 
“两 直线 互相 垂直 且 与 抛物 线 都 有 两 个 交 操 ， 
“两 直线 的 斜率 均 存 在 且 不 为 零 . 


设 直线 AB 的 方程 为 y=k(z 一 所 ) 4+0), 






WAR CD 的 方程 为 y= 一 二 (x 一 妃 ). 即 


AB.2kz—2y— pk=0 @ 
CD.;2=z+ 2gky— p= 0 (8) 
由 四 X 团 并 整理 ,可 得 AB 与 CD 共同 满足 的 二 次 曲线 方程 为 : 
Akt — sky +4(bt—1)zy—4pkz+2p(1—')y+ p k=O. D 
设 4 关 0, 将 四 十 :中 并 整理 ,得 A,B,C,D 所 满足 的 曲线 系 方程 为 k 十 (A 一 
4k) y? HACR —1)ry—2p(A+2R) rT2p(1—k ) y+ p'k=0. @ 
要 使 A,B,C,D 四 点 共 圆 ,只 需 @ 为 图 的 方程 , 故 
k=] k= +1 
{ atli e 


EROTIEK 了 2 十 六 一 5pz 十 在 一 0， 
m (z) +y =6p. 
(z—Sp) +y=6p. 


【 解 后 感言 3 k4iüitiik an £ AARLE RR AART 3k As E 
与 运用 ,这 在 解析 几何 中 是 一 种 应 用 非常 广泛 的 解 题 技 巧 ,要 注意 掌握 并 字 会 运用 . 
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实战 秘 修 十 五 


1. 已 知 直线 /过 点 (一 2,0) , 当 直 线 SA r’ Hy =r 有 两 个 交点 时 ,其 斜率 的 取 


值 范围 是 ( `) 
A. (一 2V2 ,2V2) B. (—/2 w2) 
c. (— 2) p.) 


2, 过 抛物 线 y — 4x 的 焦点 作 一 条 直线 与 抛物 线 相交 于 A,B 两 点 ,它们 的 横 坐 标 之 


和 等 于 5, 则 这 样 的 直线 ( ) 
A. 有 且 仅 有 一 条 B. 有 且 仅 有 两 条 
C. 有 无 穷 和 多 条 D. 不 存在 


3. (2008 年 天 津 高 考 理 。 TORMA +- = m> EA P 到 其 左 焦点 的 


距离 为 3, 到 右 焦点 的 距离 为 1, 则 P 到 右 准 线 的 距离 为 ( `) 


A. 6 B.2 C. — p. 2 


4. (2008 年 福建 高 考 理 。 T11) 双 曲线 五 一 占 一 1(a>>0,b>0) 的 两 个 焦点 为 Fi Fz, 


EPAL- HIPF, |=2|PF,| , 则 双 曲 线 离心 率 的 取 值 范围 为 ( ) 
A. (1,3) B. (1,3] Ca) D. [3, 十 co) 


5. (2008 年 浙江 高 考 理 。T12) 已 知 F, F 为 椭圆 于 十 当 一 1 的 两 个 焦点 ,过 F. 的 


直线 交 椭圆 于 A.B W. IF,A|+ |F,B|=12,JN ABI = 





6. 设 抛物 线 y 二 8z 的 准 线 与 MEFA FA WHER SMØR AJ ' 


则 直线 i 的 斜率 的 取 值 范围 是 ( ) 


nae at-a 


Ceil] D. [—4,4] 


7. 直线 y==hz 十 1, 当 变化 时 ,此 直线 被 椭圆 万- 十 六 二 1 截 得 的 最 大 至 长 是 ( O 


A.4 B. 2 
C. t D. 不 能 确定 


8. (2008 年 全 国 高 考 T 理 。T15) 在 人 ABC 中 ,4AB 一 BC,cosB 一 一 1 基 以 A.B 为 


焦点 的 椭圆 经 过 点 C, 则 该 椭圆 的 离心 率 e= 


9. 双 曲线 的 虚 轴 长 为 4 离心 率 — Š ,F ,下 分 别 是 它 的 左 , 右 焦点 , 若 过 F. 的 直线 与 双 


曲线 的 左 支 交 于 A,B 两 点 , 且 |AB| 蚌 |AF; | 与 1BF; | 的 等 差 中 项 , 则 |AB| 等 于 


12. 


14. 


15. 


16; 


.已 知 双 曲线 zx: 一 y = 
I1, 


. 抛物 线 C 的 方程 为 y= 二 ax: la <0, AMR C E— Ë P (zo , yo) (z AO ERPE 








4, 直 线 1:y 二 k(x 一 1) ,讨论 直线 与 双 曲 线 公共 点 的 个 数 . 
设 A(lx s Y1) „BIz; ;yz) 两 点 在 抛物 线 y= 2z2 £ T; FE AB 的 垂直 平分 线 . 
(1) 当 且 仅 当 zi 十 zs 取 何 值 时 ,直线 /经 过 抛物 线 的 焦点 下 ? 证 明 你 的 结论 ; 
(2) 当 直线 ! 的 斜率 为 2 时 , 求 1 在 y 轴 上 截 距 的 取 值 范围 ， 


如 右 图 ,点 A BANERNE + 2 —1 长 轴 的 左 \ 右 端 


点 ,点 下 是 椭圆 的 右 焦点 , A PERAE., HEF HE 
方 ,PA | PF. 

CDRA P 的 坐标 ; 

(2) 设 M 是 椭圆 长 轴 AB 上 的 一 点 ,M 到 直线 AP 的 距 
离 等 于 |MB| , 求 椭圆 上 的 点 到 点 M 的 距离 d 的 最 小 值 . 








为 Ë, TF 的 两 条 直线 分 别 交 抛物 线 C FAC y Y1 ) Bit: ,Ys ) 两 点 CP,A,B = 
ERAR), R 38 R. k, tàk =0(AZ0 H a —1) 
(1) 求 抛物 线 C 的 焦点 坐标 和 准 线 方程 ; 


(2) 设 直线 AB 上 一 点 M i EBM- MA ,证 明 线 段 PM 的 中 点 在 y 轴 上 ; 
(3) 当 ) 一 1 时 ,基点 书 的 坐标 为 (1, 一 1) ,求人 PAB 为 钝 角 时 点 A 的 纵 坐 标 y: 
的 取 值 范围. 

Bi C: 五 十 扣 一 1(a>b>0) 的 左 , 右 焦点 分 别 是 Ri Fo ,离心 率 为 。. 直线 
I:y=ezr+a ax 轴 、y 轴 分 别 交 于 点 各,B,M 是 直线 ; 与 椭圆 C 的 一 个 公共 点 ， 
P 是 点 下 关于 直线 /的 对 称 点 , 设 AM=XAB. 

(1) 证 明 A 二 1 一 e?，} 

(2) 确 定 4 的 值 ,使 得 八 PFF; 是 等 腰 三 角形 ， 

已 知 椭圆 的 中 心 为 坐标 原点 0; 焦 点 在 z 轴 上 . 斜率 为 1 且 过 椭圆 右 焦 点 下 的 


(1) 求 椭圆 的 离心 率 ; 
(Di M 为 椭圆 上 和 任意 一 点 , 且 OM 一 40A 十 jk OB (4,p€E R). 
HERH a +H 为 定 值 . 


已 知 椭圆 C, mp8 32 +y 二 1, 双 曲线 C, 的 左 . 右 焦点 分 别 为 Ci 的 左 、 右 顶 


点 ;而 C, 的 左 , 右 顶点 分 别 是 C, 的 左 、 k 
(1) 3 XV fH ZË C 的 方程 ; 
(2) 若 直线 1; y=k=z-+ 2 53 W D C, 及 双 曲 线 C, 都 恒 有 两 个 不 同 的 交点 , 且 /与 


C, 的 两 个 交点 A 和 BB 满足 0A * OB<6 Gth O 为 原点 ). 求 《的 取 值 范围 






CE k te ND NH LES rn "y yap E ; X TE ë l kesan ; ; 

s) g 7 | s. š a š PPO D Cai: s nith k s, T . . ae Pi 3 s la ` =. x 5 ya - s. Š a A : o G: x. a z Aia š y. i z -i - i = 5 P 
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实战 秘 修 十 五 答案 与 提示 
LC ”直线 1 的 方程 为 y= 二 k(x 十 2), 即 kz 一 y 十 2 二 0, 依 圆心 (1,0) 到 直线 的 距离 
| 此 一 0 十 2| AB V2 

小 于 半径 知 一 一 二 = 一 ET <1, 解 得 £ K< 本， 


y=k(xz—1) 
2. B 焦点 F(1,0)，, 由 知 kat — (2: +4)z+ Ë? =0. 
y zr. 


È 
由 题 意 知 Ei tam Ett s, ngem, n=, 





3. B 由 椭圆 的 第 一 定义 ,2a= 二 4, 即 产 一 4， 
所 以 椭圆 方 程 为 世 十 兴 二 1, =. 
iz P 到 右 准 线 的 距离 为 4， 
自 椭圆 的 第 二 定义 ,证 一 厂 ， “4d 一 2, 故 选 B 


4, B “|PF,| 一 |PF;|=|PF; | 二 2a, 而 双 曲 线 右 支 上 到 右 焦点 距离 最 近 的 点 为 
右 顶 点 ,有 casa, 1<e 委 3, 故 选 B. 
8 二 本 加 的 定义 得 |AF, |+ |AF,|=10, 
[BF I+ |BF,| =10, 
两 式 相 加 得 1AB| 十 1AF; | 十 1BF; | 二 20， 
即 |AB| 十 12=20, <^. |AB| =8. 
6.C 设 过 QQ 点 的 直线 斜率 为 k, 则 过 QQ 点 的 直线 1 方程 为 y 二 k(x 二 2)， 
y=k(z+2) 
y=8z 
“直线 与 抛物 线 有 交点 ,A 之 0. 
对 大 天 0 时 ,由 A20,48—1=<k=<1 H. AO. 
`4 k=0 时 ,i 与 抛物 线 仍 有 交点 . 
“.kE[—1,1]. 
7. C 如 右 图 , 当 直 线 Lr 轴 时 截 得 弦 长 为 2, 当 直线 过 椭圆 


w i ky’ 一 8y 十 16k 二 0. 


ZKA 4. 
I 过 (0,17 点 .. Í 不 可 能 与 T HES. 
"HER A.B, 观 察 图 形 ,D 显然 不 正确 . 









8. Š 设 机 加 方程 为 五 十 沁 = 100, -a —P , h ETTA |AB| = | BC| = 2c, W 
| AC|—=2a—2 EA ABC 中 运用 余弦 定理 有 AC = AB: 十 BC —2AB + BC * cosB, 
Bll(2a—2c)2= (2e) (2c)° —2 * 2c * 2c * (一 去 )， 


刺 理 得 16c 十 18ac 一 94’ 50, =. Ci. 


9. 8/2 =a, =Y, =2/2.X 21AB|= | AF: |+|BF; |, 


"|AB| =| AF; |— | AF; |+ | BF; |— | BF; | =4a=8 2. 


y=k(xz—1) Q 

10. 联 立 方程 组 ， 
一 六 一 4 四 
(9) 


(1) %4 1—k =0, i k= +1 时 ,方程 @@ 可 化 为 2z 一 5, 方 程 组 有 一 解 . 
故 直 线 与 双 曲 线 有 一 个 公共 点 ,此 时 直线 与 渐 近 线 平行 ; 
(2) 当 1—0, E EZ +1 时 ,A 二 4(4 一 3k& ). 
4—3Ë>0 
ea 
方程 @@ 有 两 解 , 故 直线 与 双 曲 线 有 两 个 交感. 


4— 3k =0 
O 
1—0 


即 一 2 2V3 R k +1, 


y=, , 则 4 一 0, 方 程 组 有 一 解 ， 


故 直 线 与 双 曲 线 有 一 个 公共 点 ( 相 切 情况 ). 


4—3k"<0 

(4) 著 | y e<- ER 273 , 则 方程 组 无 解 
1 — k 0 

故 直 线 与 双 曲 线 无 交点 


综 上 , 当 人 一 士 1 或 4 一 土 2%3 时 ,直线 与 双 曲 线 有 一 个 公共 点 ， 


yV <<< 一 1 或 1<h<1 或 1<h<2 半 时 ,直线 与 双 曲 线 有 两 个 公 
共 点 ; 
y e< > 2 时 ,直线 与 双 曲 线 无 公共 点 ， 





il 








(DFES |FA|=]|FB| 

SA, B 两 点 到 抛物 线 的 准 线 的 距离 相等 ， 

“抛物 线 淮 线 是 z 轴 的 平行 线 ,yi 宇 0,y 宇 0, 依 题 意 y yy 不 同时 为 0， 
,上述 条 件 等 价 于 y =>; >z =x;€ (zi T xz; )(a y —z+)=0; 

以 zi 天 za 上述 条 件 等 价 于 z + x, =0. 

BD 34 R M 4 z, +z; =0 BJ ,1 经 过 抛物 线 的 焦点 下. 

(2) 设 1 在 y 轴 上 的 截 距 为 5, 依 题 意 得 1 的 方程 为 y 二 2z 十 56; 过 点 A.B 的 直线 


KATHY y=- rtm VA zy vzs 满足 方程 
2 xz? ++z—m=0, 


1 
得 ri tr = —— 


A,B 为 抛物 线 上 不 同 的 两 点 等 价 于 方程 2 之 十 本 z 一 m=-0 的 判别 式 


1 
32' 


设 AB 的 中 点 N BEERA Cro + yo ) M 


1 1 
z => (zi ttd =g 
1 1 
y =z to Hm= ig Tm. 


l p=} 
HI NEL frg t m= 4 bs 


M: 5_ 1 _ 9 
FÆ b= ie 32 32 


即 得 ! 在 y 轴 上 截 距 的 取 值 范围 为 (35, 十 =). 


. (1) 由 已 知 可 得 点 A( 一 6,0),F(4,0)， 


设 点 已 的 从 标 是 (z,y), 则 有 请 一 (z 十 6,y) ,FP=(z 一 4,»y)， 


= | y = 
mem N; l, 
(z=+6)(z=—4)+ y° = 0. 


则 2z 十 gz 一 18 一 0,z= 忆 或 工 一 一。 


(1) 由 抛物 线 C 的 方程 y=axz (a<<0) 得 ,焦点 坐标 为 (0,1 ) , 准 线 方程 为 ?一 






由 于 y>0, RAE r= T y= 方 3. 

点 的 坐标 是 (也 ,这 V3)， 

(DHR AP 的 方程 是 x 一 V3y 十 6 二 0, 设 点 M 的 坐标 是 (m,0) 则 M 到 直线 AP 
|m+6| |m 十 6| i _ 

的 距离 是 一 > 于是 7 |m 6 | 3 

椭圆 上 的 点 (z,y) 到 点 M 的 距离 4d 为 

d? = (1—2) +y 

=z* 一 4z 十 4 十 20 一 也 


=+ (2-9) +15, 


iH T —6<z<6,7. 84 z=— B d 取得 最 小 值 V15 


I 


4a’ 
(2) 设 直 线 PA WHER y— y Ski aat), 
直线 PB IEH y— y. 5k aT). 
点 P(zo,y) 和 点 AC ,yi) 的 坐标 是 方程 组 
y Yo =k (zr— o) D 
y= ax @ 
的 解 ,将 外 式 代 人 四 式 得 
at — kiz t kizo — y = 0, 


于 是 Ar =f. " 


k 
ka = To E) 


又 点 Plr, ,yo) 和 点 B(xs ,yz) 的 坐标 是 方程 组 
yy =k, (z—=o) @ 
y— ax © 












的 解 ,将 @ 式 代入 图 式 得 


ar — k; Tks ro — Vo =0, 


于 是 rna = W n=. 
由 已 知 得 k: =— Ak ; 则 


m= h t © 


设 点 M 的 坐标 为 (zw ya) ;由 BM 二 XMA, 则 


s. — 2 二 Ax 
eT 
将 加 式 和 @ 式 代 人 上 式 得 zw 一 一 于 m 
即 + sP m U, 
所 以 线段 PM 的 中 点 在 y ME. 


(3) 因 为 点 P(1, 一 1) 在 抛物 线 y=az E, 

所 以 a 二 一 1, 抛 物 线 方程 为 y= — x°. 

HORA z =—k 1, A y=—= yn H. 

将 4 二 1 代 人 轿 式 得 r, =b, —1, ARA y 一 一 好 ,得 加 = 一 (让 一 1) . 

因此 ,直线 PA, PB 分 别 与 抛物 线 C 的 交点 入,B 的 坐标 为 

A(—k, —1,— k —2kı —1),B(kı—1,—ki +2k—1), 

TE A 二 (Ch +2,k 十 2k1) AB= (2k: ,4 大 ) ， 

AP . AB=2k (kı +2) + 4k, (k? +2k) = 2k (b +2) (2k, + 1). 

HZ PAB 为 钝 角 且 了,A,B 三 点 互 不 相同 , 故 必 有 AP - AB<0, Bl 
ki (k +2) C2k +1)<0. 


求 得 的 取 值 范围 为 & 二 一 2 或 一 万 之 hh<0， 


又 点 A HARE yi 满足 y =— (k +1), $ 
4 k < — 2 tyi c l; 


4 — -<k <0 Hcn. 
所 以 ,PAB 为 印 角 时 点 A 的 纵 坐 标 y, 的 取 值 范围 为 


(—%,—DU(-1,—-—). 






14. (1) 证 法 一 ”因为 A,B 分 别 是 直线 1:y=ez 十 a 与 z 办、y 轴 的 交点 ,所 以 A,B 
的 坐标 分 别 是 (一 全 ,0) 0a. 


y=ezr+a, r= C» 
| 这 里 c= 二 yati. 
az PË a 


由 A 一 A, 得 (一 c 十 全, 所) 一 4( 和 ,a). 


证 法 二 因为 A,B 分 别 是 直线 1:y==er 二 a 与 x 轴 、y 轴 的 交点 ,所 以 AB 的 
坐标 分 别 是 ( 一生,0) 0a). 

设 M 的 坐标 是 (ze yyo)， 

由 及 商 一 AA 襄 ,得 (mm 十 二, ma (Sa), 


d 

==—(1— l), 

ma” P (A—1) 
yo = Aa. 

z 

b° 


a 


因为 点 M 在 梢 园 上 ,所 以 她 十 只 一 1 


(1 一 0)2 a _ 
所 以 m O as 


et—2(1—A)e (1—A)’=0,， 





解 得 e: = 二 1 一 A; 即 A=1 一 e. 
(2) 解 法 一 因为 PF l I, Br Z PF, F,=90° 十 全 BAR 为 印 角 . 要 使 人 PP F: 
388 =— fE WH IPF |= F, F; | 8-7 |PF,|=<c. 


设 点 F, 到 WERNH d , H 

1 _ _ |e(—c) +0+al |a —ec| 
JT pa =d- LA =c 
9 | 1 | I+ iF k 


得 le = e, 所 以 gan 
Vite 3 

















15. 





Fasli =E, 


即 当 4 二 之 时 ,人 PF F 为 等 腰 三 角形 . 


解法 二 ”因为 PP | 1 所 以 了 PPFIRF 一 90 + Z BAF, 为 钝 角 . 
We A. PF, F, JJ 318 — ffi JÉ , 8 | PF. |=|F F|., 
设 点 P 的 坐标 是 (zo ;Yo ) , 则 





y, — 0 _ dl z = 一 3 

T+ e 解 得 ee +l i 

ytO Zoe EA —2(1—e)a 
I A a i e" +1 


H| PF, |= |F F: | 得 
2 — 2? z 
kw | Kosa = 


两 边 同时 除 以 422 ,化 简 得 全 :一 上 atti =e. 从 而 =. 





Fales, 
即 当 ) 一 二 时 ,APF,F, 为 等 腰 三 角形 


CD) 设 酉 加 方程 为 五 十 号 一 1(a>p0),F(c,0), 则 直线 AB 的 方程 为 
y=x—c, 
RAT ;二 六 -一 1, 化 简 得 
(a 二 本 


& Ala syi) B(a; , y ) M 
2a° c _ at —a l 
414 Ta m spp mai = TE ` 
H OA+OB= (2; +z yi Ty: ),a=(3,—1) ,OA+OB 与 a 共 线 ,得 
3(y, Fy) t (zi Tx; )= 0. 
X yi5 ty esy: = xr, 


.. 3(=z, 十 了 —2c) + (z, T zx) =0, 





Sa r +a =. 


即 -e= SEU a = 3%. 








16. 





AEDk — C — Y. 


(DADA a = 302 AURA +=] 可 化 为 +3 =t. 


ë OM= (zx,y) ,由 已 知 得 Cz;y) 二 ACz1 sy) Helt yyz)， 
r= ÀT, T pz ， 
Ma Fuy: ' 

Mea, yp EMBEE. 


AOA z +a == e ge, 
adma b _ 3 
aT 8 ` 

J. zi z By yr = zi z|Ú 3(r re) 
=4rzrz —3 lx + zy ct 3c° 


` 
ae £1 ta — 


= 了 一 也 十 3 =0. 


又 zy = ,r+3y = 3 , 
RADH è+ =l k AT 为 定 值 , 定 值 为 1. 


(GD) 设 双 曲 线 C: 的 方程 为 于 一 站 一 1， W a? 二 4 一 1 二 3. 
再 由 ty =e, l. 
8 C, BIRNEY =1. 


z 
(2) 将 y= 二 kz 十 VY2 代 人 地 十 二 1 ,得 


(1 4k:)r: 8 /2ËEz=+ 4=0, 
由 直线 1 与 椭圆 C, 恒 有 两 个 不 同 的 交点 得 
A = (8/2 RO—16(1+ 4 )=16 (4k —1)>0, 


EO e> 
将 y 一 Az+yZ 代 入 互 一 多 =1, 得 


(1—3Ë2)z2—6 /2Ez—9=0. 
由 直线 ¿ 与 双 曲 线 C, 恒 有 两 个 不 同 的 交点 A.B (š 
WAN 
A,=(—6./2ky2+36(1—3F2)—=36(1—k)>0 


.. (xi pr ) T 3CAy Huy) = 36, 
即 Aè (223) + É (2 --3y;) H Aule a 二 3y1 y) = 3 





D 











即 R+ HR<] 
it ALT, Ya) ;B(x ;ya ) 则 


6 V2k =9 
Z, zs = ap Zara Tag? 


由 OA d OB<6,í8 Tap 十 yays <6, M 
r.zs H y,ys = TaTpg + (kz, H2) Crp H2) 
=(k+1)targ +/2bk(z, Hrg) t2 











(k +1). 6 /2k 
TD — Hke VE t2 
3k: 十 7 
o 3—1’ 
5 +: 15k: —13 
ei 
p> 13 F < 1 
15 3 
HOQ ,四 ,@49 
<< RE < <1. 
故 上 的 取 值 范围 为 
13 J3 1 1 /3 13 
Pe 6)U(—2.—+)u(+- S )uU 11): 












对 称 问 题 在 近 几 年 的 各 类 试题 中 时 有 涉及 ,在 高 考试 题 中 更 占有 一 定 的 比例 . 
_. 提 到 对 称 ,大 家 很 容易 想到 图 形 的 对 称 , 即 我 们 常 说 的 轴 对 称 图 形 和 中 心 对称 图 
形 , 也 就 是 关于 直线 的 对 称 问题 和 关于 点 的 对 称 问题 . 常见 的 题 型 分 为 两 类 ,一 类 是 
解析 几何 中 的 对 称 问 题 , 另 一 类 是 抽象 函数 中 的 对 称 问题 . 对 称 问题 常 涉及 如 下 一 
些 结论: 

L 关于 解析 几何 中 的 对 称 问题 的 结论 

设 方程 fz 办 一 0 

(1) f(—z,y)=0 5j f(z,y)= 0 关于 y 轴 对 称 ; 

(2)f(z=,—y)=0 与 f(z,y)=0 关于 工 轴 对 称 ; 

《3) f(—z,—y)=0 5 f(z,y)=0 关于 原点 对 称 ; 

[47 f(y,z)=0 5 f(z,y)= 0 关于 直线 y 一 工 对 称 ; 

(5) f( 一 y; 一 Xx) 二 0 5 f(x1y) 一 0 关于 直线 y= —x 对 称 ， 

2. 关于 抽象 函数 中 的 对 称 问 题 的 有 关 结 论 

(ORA >= f(z) 与 y= 二 f( 一 xz) 的 图 象 关于 y 轴 对 称 ; 

(2) 函数 y 二 f(x) 与 y 一 一 了 f(z) 的 图 象 关 于 工 轴 对 称 ; 

(3) 函 数 y= f(x) 与 y= 二 一 f( 一 x) 的 图 象 关于 原点 对 称 ; 

(4) 函数 f(x) 在 定义 域内 若 对 任意 x 都 有 f(a 二 +z) 二 f(a 一 zx)(a 为 常数 ), 则 了 
(zx) 的 图 象 关于 直线 x 二 a 对 称 ; 


ORR y=f(z) 与 y=f(m 一 xz) 的 图 象 关于 直线 zx 一 了 对 称 ; 


(6) 函 数 y= f(z) 与 y= 二 26 一 了 (2a 一 x) 的 图 象 关于 点 Ca, 对称. 
在 解 题 过程 中 若 能 灵活 地 运用 上 面 的 结论 会 给 解 题 带 来 很 大 的 方便 . 


一 、 轴 对 称 问 题 


sn 
: ; i : ir 


解 题 秘 言 ; 有 关 轴 对 称 和 轴 对 称 图 形 的 知识 我 们 在 平面 几何 中 就 接触 过 ,关键 
是 抓 住 其 对 应 点 的 连结 线段 被 对 称 轴 垂 直 平 分 这 条 性 质 . 历年 来 的 高 考试 题 中 , 直 
接 的 或 隐 合 的 有 关 轴 对 称 的 考题 还 不 少 , 我 们 仅 就 高 考 中 出 现 的 这 类 题 型 进行 归纳 
和 探讨. 

1. 关于 坐标 轴 对 称 

因为 坐标 平面 上 任意 一 点 P(z,y) 关 于 工 轴 的 对 称 点 为 P'az, 
一 y) ;关于 y 轴 的 对 称 点 为 P (一 z,y) ,所 以 曲线 f(z,y)=0 关于 工 轴 的 对 称 曲线 
为 ffz, 一 由 一 0, 关 于 y 轴 的 对 称 曲线 为 所 一 zy 一 0， 





















He (2008 年 福建 高 考 文 。Tl12) 已 知 函数 a) =r tmr Hnr 2 的 图 


象 过 点 (一 1, 一 6), 且 函数 g(z)= ff (z=) 6 的 图 象 关于 y 轴 对 称 


(1) 求 m.n 的 值 及 沙 数 y 二 f(z) 的 单调 区 间 ; 

(2) 若 a 二 0, 求 函数 y= f(z) 在 区 间 (a 一 1,a 十 1) 内 的 极 植 . 

【规范 解析 】 C) h AA f(z) 的 图 人 象 过 点 (一 1, 一 6)， 

得 m—n=-—3 D 
H D= +m Hne 2, 

得 f'(z)=3z°'-+2mz+n, 

则 glr) = f'(z)6z==3z' j (2m+6)zr+-n; 

而 g(z)ÉË $. X + y 轴 对 称 ， 

所 以 g(—zr)= glr), B 322 —(2m-+-6)z=+n=3xz°`-F (2m+6)zr+ñn 

解 之 得 ,m 一 一 3 D 
PORAD n=0. 

于 是 f'(z)=3z2'—6z—3z(=z—2). 

由 f'(z)2>0 得 r> š, z=<0, 

故 f(x) 的 单调 遂 增 区 间 是 (一 00,0),(2, 十 00); 

由 f'(z)<0 R 0<x<2, 

£ (I) 的 单调 递减 区 间 是 (0,2)， 

(29 (1)# f (z=)=3z(xz—2), 

令 f'(z)=0 得 z=0 š, r=2. 

当 工 变化 时 ,f(z)、f(x) 的 变化 情况 如 下 表 : 





由 此 可 得 : 

当 0 过 a 二 1 时 ;f(zX) 在 (a 一 1,a 十 1) 内 有 极 大 值 f(0) 二 一 2， 

无 极 小 值 ; 

当 a=1W,f(z)#(a—l,a+1) 8 A 3848 ; 

3 1<a<3 时;f(I) 在 (a 一 1,a 十 1) 内 有 极 小 值 f(2)= —6, 

ALRK; 

当 a23 时 ,f(x) 在 (a 一 1,a 十 1) 内 无 极 值 ， 

综 上 得 : 当 0<a<1 时 ,f(z) 有 极 大 值 一 2, 无 极 小 值 ; 当 1<a<3 时 ,f(z) 有 极 


小 值 一 6, 无 极 大 值 ; 


当 上 一 1 K a>3 B, fr) AKA. 






@ asacak uka sl: 机 上 ,被 工 轴 反 射 , 其 反射 光线 所 
在 直线 与 加 妃 十 风 一 4z 一 4y 十 7 一 0 相 切 . 求 光线 1 所 在 直线 的 方程 . 

[ 解 】 已 知 圆 C 的 方程 是 :(zx 一 2)? 十 (y 一 2)? 二 1, 关 于 工 轴 对 称 的 图 CHS 
程 为 ;(z 一 2)?2 十 (3 十 2 六 二 1. 

设 光线 ! 所 在 直线 方程 为 

y— 3 二 k(x 十 3) 

由 题 设 知 对 称 圆 的 圆心 C (2, 一 2) 到 直线 ! 的 距离 应 为 1, 即 
55g 十 SE _ 
SA 





d= ] 


故 i 的 直线 方程 为 
y 一 3 一 一 二 (zx 十 3) 或 ?一 3 一 一 号 (z 十 3)， 


即 3z 十 4 一 3 一 0 sk 4r+ 3y+ 3= 0. 

【 解 后 感言 】 这 里 无 论 是 求 关 于 工 轴 对 称 的 对 称 贺 的 方程 还 是 求 对 称 图 的 国 
心 ,都 只 要 以 一 y 代 Y PA. 

2. 关于 平行 于 坐标 轴 的 直线 对 称 

设 举 标 平面 上 的 任意 一 点 PCz,y) 关 于 直线 + 三 m 对 称 的 点 为 P', 由 坐标 平移 
公式 可 知 ,P' 的 坐标 应 为 (一 (x 一 m) 十 myy), 即 点 P(r,y) 与 PpP'(2m 一 x;y) 关 于 下 
线 r=m 对 称 . 同 理 可 知 , 点 P(x,y) 与 P(xz,2n 一 y) 关 于 直线 y= n 对 称 . 

所 以 f(x,y) 一 0 关于 直线 >= m 的 对 称 曲 线 为 f(2m 一 z+,y) 二 0, 关 于 直线 y= 
n 的 对 称 曲 线 为 f(x,2n 一 y) 王 0. 
GD coor 车 天 妾 高 考 理 .T7) 在 R 上 定义 的 函数 A EAER, H 


D= fOr). H f(z) 在 区 间 [1,2j 上 是 减 函 数 , 则 f(x) ( ) 
A. 在 区 间 [ 一 2, 一 1] 上 是 增 函 数 , 在 区 间 [3,4jJ 上 是 增 函 数 
B. 在 区 间 [ 一 2, 一 1] 上 是 增 函 数 ,在 区 间 [3,4] 上 是 减 函数 
C. 在 区 间 [ 一 2, 一 IJ 上 是 减 函数 ,在 区 间 [3,4] 上 是 增 函 数 
D. 在 区 间 [ 一 2, 一 1] 上 是 减 函数 , 在 区 间 [3,4] 上 是 减 函数 
【解析 】 这 是 抽象 函数 问题 ,根据 题 意 画 出 满足 
条 件 的 图 象 ,根据 图 象 可 以 直观 地 发 现 函 数 所 具有 的 
性 质 . 
flir)= f(2— z), 
“f(x) 关 于 工 二 1 对 称 . 
又 F(z) 关 于 y 轴 对 称 , 根 据 题 意 画 出 示意 图 : 
【答案 】 B | 
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GED (2007 年 江苏 高 考 .T16) 设 函数 /(z) 定 义 在 实数 集 上 , 它 的 图 象 关 


于 直线 x 二 1 对 称 , 且 当 zZ1 时 , f(z) 一 3” 一 1, 则 有 ( ) 


a f< <s) 
SAS ISAS) 
c.f/(5)< (4 )< (+) 
ey 


【解析 】 =# /(z) 的 图 象 关于 直线 z=1 对 称 ， 

"f(T)= f(2— z). 

aslga) harea) 
>l 时, f(x) 一 3” 一 ] AŽ HAR, 


[$R] B 
3. 关于 象限 角 平 分 线 对称 
设 坐 标 平面 上 的 任意 一 点 P(z,y) 关 于 直线 y 一 z 对 称 的 点 为 P', 则 P' 的 坐标 


为 (y,z) ;关于 > 一 一 工 对 称 的 点 为 忆 , 则 已 的 坐标 为 
(— y, — z). 


所 以 f(z,y)=0 关于 直线 y= = 的 对 称 曲 线 为 f(y,zx) 二 0; 关 于 y 一 一 工 的 对 


称 曲 线 为 fy —z)=0. 





aa (2008 年 安徽 高 考 理 ，T9) 在 同一 平面 直角 坐标 系 中 ,函数 y 二 g(zx) 的 图 





象 与 y= 的 图 象 关 于 直线 y 一 工 对 称 , 而 函数 y 二 f(z) 的 图 象 与 y 二 g(xz) 的 图 象 关 于 y 


轴 对 称 . 若 Fom 一 一 1, 则 和 的 值 为 ( ) 
E B. 一 二 
C. e D. 1 
e 


【规范 解析 】 方法 一 ; 因 y 一 ECzr) 的 图 象 与 y= e 0 Ë 9 X T y= z 对称， 


e y=g(z)= nz, X. ” y= f(x) #3 # 5 y—g(=z)ë6) É] $. X + y 轴 对 称 ， 





y= f(z=)=In(—z), q f(m)= —1 ff In( —m)= — 


í 7 l 
.. "ME ' Ep 


a aoaaa atau Cak, 
En SO ` a 






FELN fM =l, y= f(z)#it(m,—1) 5, 

` y= F(z) 的 图 象 与 y 一 g(z) 的 图 象 关 于 y 轴 对 称 ， 
.y=g(z2)# il (—m,—1) 8. 

又 "“y 一 g(x) 的 图 象 与 y 二 e” 的 图 象 关 于 ?一 工 对 称 ， 
yy 一 er 必 经 过 点 (一 1, 一 m) 央 此 一 m= 二 e ', 


解 这 个 方程 得 m= ——. 


【答案 】 B 
W coo 年 天 津 高 考 理 ，T,3) 已 知 圆 C 的 圆心 与 抛物 线 y 一 4z 的 焦点 


关于 雪线 ,一 x 对称 , 直线 4z 一 3y 一 2 一 0 与 图 C 相交 于 A,B 两 点 , 且 1AB| 二 6, 则 
圆 C 的 方程 为 I 

【规范 解析 】 japik y =r 65 R. S ERA 1.0), 

由 题 意 得 , 圆 C 的 圆心 坐标 为 (0,1)， 

圆心 到 直线 47 一 3y 一 2 二 0 的 距离 

J= 14X0—3X1—2|_], 


VT 
. 国 C 的 半径 办 /1 十 (也 )* 一 V1， 


,加 的 方程 为 十 (y 一 1) ?= 二 (V10) 一 10. 
【答案 】 zx 十 (y 一 1) =10 
0 (2007 年 四 川 高 者 理 T8、 文 T10) 已 知 抛物 线 y 一 一 好 十 3 上 存在 关 


于 直线 z+ y=0 对 称 的 相 异 两 点 A、B, 则 |AB| 等 于 (  ) 
A.3 B. 4 C. 3/2 D. 4 /2 
【规范 解析 】 设 Alr r Fb). Blr, £, Fb) AB: y=<x+b, 
则 z, +r, =— [ir Tb)+ (z, +b)],7.b=— (= +z), 
将 y=rtb RA y= r +3,4} r +z+b—3=0. 


wa 二] tr, =l. . b= 1. z: “L rz—2=0,z,z, = —š2. 


“|AB| = /2 |z, —z, | = 2 (x tz) —4z2 z =3 4⁄2. 

【答案 】 C 

4. 关于 一 般 直 线 的 对 称 

关于 一 般 直 线 的 对 称 问 题 , 一 类 是 点 关于 直线 的 对 称 问 题 , 男 一 类 是 曲线 关于 
雪线 的 对 称 问题 . 曲线 关于 直线 的 对 称 问 题 常 转化 为 点 关于 直线 的 对 称 问题 ， 

一 般 地 ,点 关于 直线 的 对 称 问题 的 解法 为 : 若 A Caa a ya ) a B (x: + y: ) 关 于 直线 
I.A, + By+ C=0 对 称 , 则 可 得 方程 组 















Yı 32 _ B 
tı Ls 


— — 
| Lp PL C=0 
由 此 解决 点 关于 直线 的 对 称 问题 . 


Bg. (2008 年 天 津 高 考 文 。T15) 已 知 圆 C 的 圆心 与 点 已 (一 2,1) 关 于 直线 


下 | 对 称 ,直线 3r 十 43y 一 11 一 0 5 [B C 相交 于 A,B 两 点 , 且 1AB| 二 6, 则 图 C 
的 方程 为 I 
【规范 解析 了 HASERA (=. , yo ) + | 7 Ë, AF 
emil 
er Q. 
y Tl z —2 
2 2 





=—1 





=] 

zty Tl AA r, = 0 | 
ir sj la y = —1 

“… 国 心 坐标 为 (0, 一 1)， 

又 “圆心 到 直线 3r-+4y—11=0 的 距离 

ja B0 a st le 

JI FE 
直线 3=+4y—11=0 截图 C Pr ff k K 2 6, 


~R C 的 半径 为 \/ 3’ 十 (也 )? =A, 


.. Ë) C 66 2 # 3 z+ (y+ 1) = 二 (3W2)’ =18. 
【答案 】 xz 十 (y 十 1)* 二 18 
D 2008 车 洲 南 高 考 文 ，T19) 已 知 椭 贺 的 中 心 在 原点 ,一 个 焦点 是 
F(2,0), 且 两 条 准 线 间 的 距离 为 a> 4). 

(1) 求 椭圆 的 方程 ; 

(2) 若 存在 过 点 A(1,0) 的 直线 !, 使 点 下 关于 直线 i 的 对 称 点 在 椭圆 上 R A 的 
取 值 范围 . 

【规范 解析 】 (1) 设 椭圆 的 方程 为 


2 2 
+ =l(a2>b>0), 


3, 





2 
由 条 件 知 c 一 2, 且 和 -一 和 ,所 以 a =), 
b =a" — 二 A 一 生 ， 
2 z 
故 椭 图 的 方程 是 一 十 4 一 1(4 之 4). 









(2) 依 题 意 ,直线 | 5 8 f £ BR +A 2 0, 


设 为 有 , 则 直线 /的 方程 是 y 一 上 (一 1), 设 点 F(2,0) 关 于 直线 1 的 对 称 点 为 FF 


(x, + yo ) + Mi) 








_ 2k 
m jap 
因为 点 F (x, syo) ÆW EE, PA 


2 2k. N" 
CETA Ni 
À 1 一 4 
Papka 6) + Q — 4) =0. 
设 P= ,, W (a — 4) +2A(A— 6) (a —4) 一 0， 
(A— 4) 
= 
A=[24(4—6)]: 一 44(4 一 4) 20 
resans 2A(A—6) 
二 
上 述 方程 存在 正 实 根 , 即 直 线 1 存在 ， 


0<4< 











= a 





因为 1 盖 4 ,所 以 





sc 
4<A<6 


所 以 4<X<<1, 即 的 取 值 范围 是 Icas E, 
5. 求 对 称 轴 的 方程 


解 题 秘 言 :一 般 地 , 求 二 次 曲线 的 对 称 轴 的 问题 ,只 要 将 曲线 方程 化 为 标准 形式 
就 不 难 解决 . 对 于 抽象 函数 有 时 则 需 运 用 前 面 归纳 的 有 关 抽象 函数 对 称 问题 的 一 些 





\ 


) 


结论 . 

A (2008 ARREA: TORM "一 sin (2z 十 椰 ) 图 象 的 对 称 轴 方 程 
可 能 是 

Aa ss. H ges 











【规范 解析 】 方法 一 :由 y= 二 sinx 的 对 称 轴 方 程 是 
amir EEZ, 


iato int REZ) 
# == IHE G€. 

° “ — A 3 

当 k= 0 时 , 工 一 1? ,直选 D. 
【答案 】 D 


[RERA] 本 题 的 解法 是 求 对 称 轴 方 程 的 通 法 之 一 , 作为 选择 题 , 本 题 还 可 
用 特殊 值 法 来 求 ， 


方法 二 :z 一 一 全 时 ,2z 十 -3 一 0, 其 正弦 值 为 0, 
r=— t. 2z 十 二 一 囊 , 其 正 絮 值 不 等 于 1 或 一 1. 
z 二 下 时 ,27 十 于 一 年 ,其 正弦 值 不 等 于 1 或 一 ]， 


而 当 工 ,这 时 sin > “l. š D. 





(z 一 三 ) . sin (z+ —). 
(1) 求 函数 ed 
(2) 求 函数 F(z) 在 区 间 [ 一 15， 广 ] 上 的 值 域 . 


B2 (2008 年 安徽 高 考 文 。T17) 已 知 函数 f(r) = cos(2z— +) + 2sin 


【规范 解析 ] (1) f(z) =cos( 2z—— )+2sin( =— =) > sin( 


cos2r + fŠ sin2z+ (sinz=— cosr) (singt cosr) 


| 


e3 

2 

p cos2 xr + Ssin2z+ sin z+— cos” = 
2 


cos2 r + sin2z— COS2I= sin ( ie A ) : 


-最 小 正 周期 了 一 =. 
(kC€ 7). 得 工 一 myr gy (kEZ). 


AARAA 7z 一 他 十 3 Gem. 


(2) z€ | 一 大 ,到 |.2z 一 要 E [ ss] 






因为 id E yakni —&, rlrsmaw.kna|z. =]x 
单调 递减 ， 
所 以 当 z 一 3 时 ,7(z) 取 得 最 大 值 1 


LETI 


当 =e ü ELTSE ERER 


nak F(z) 在 | 一 瑟 ， ETT EE |— a] 


Q wagscr2-1=0 关于 直线 ! 对 称 的 直线 方程 为 :zy 一 2 一 0, 求 / 
的 方程 
[ 解 】 由 [U s 得 两 直线 的 交点 坐标 为 (1, 一 1); 


设 所 求 的 直线 I 的 方程 为 :y 十 1 一 k(x 一 1). 依 1 为 两 已 知 直 线 夹 角 的 平分 
线 , 知 








lk 


WB k=5+ V26 

1 的 方程 为 ;y 十 1 一 (5 士 V26)(z 一 1). 

【 解 后 感言 】 因为 相交 两 直线 其 对 称 轴 为 互相 垂直 的 两 条 直线 , 故 有 两 解 . 本 
例 也 可 用 直线 系 方程 来 解 ,但 运算 量 比 此 法 还 大 ,读者 可 试 试 . 


二 、 中 心 对 称 问 题 
me a 
解 题 秘 言 :中 心 对 称 问题 要 抓 住 两 对 称 点 被 其 中 心平 分 这 一 性 质 . 求 已 知 曲 线 
firsy)=0 关于 点 Q(m., n) BJ XJ #z IH #Ë , ti, H E ZE BH 2k f(x, y) = 0 ERA Plr, 
y ) ， 找 出 PFQ 的 对 称 点 已 r: 建立 ry Yy “之 间 的 关系 方程 , 视 工 
为 参数 , 代 人 已 知 曲线 方程 消去 roy , 即 得 所 求 的 曲线 方程， 


m: (2008 E FEBR- T21) 2 P8 36 fG)=az— 


y= rz) 在 点 (2,f(2)) 处 的 切线 方程 为 y 一 3， 
( 工 ) 求 f(z) 的 解析 式 ; 
CEH ;函数 y= Foz) 的 图 像 是 一 个 中 心 对 称 图 形 ,并 求 其 对 称 中 心 ; 
CEH : ha y= Fz) 上 任 一 点 的 切线 与 直线 z 一 1 和 直线 > 一 工 所 围 三 角形 
的 面积 为 定 值 ,并 求 出 此 定 值 


(a,b€ Z) ,曲线 














_ _ 1 
【规范 解析 】 (1)f (x)=a FE’ 
1 9 
zatz; =ð g = 一 一 
2 十 1 4 
于 是 hal OA .: 
= b= — — 
2 tT 3 


因 oj6EZ, 故 f) =r H 
302 j 
cI ) E #a kA yi T, ,3 一 一 都 是 奇 函 数 . 


所 以 函数 g(z) 一 z 十 二 也 是 奇 函 数 , 其 图 像 是 以 原点 为 中 心 的 中 心 对 称 图 形 . 


fa) =r- +— +. 
可 知 ,函数 ge(z) 的 图 像 按 向 量 G 一 (1,1) 平 移 , 即 得 到 函数 F(z) 的 图 像 , 故 函数 
f(z) 的 图 像 是 以 点 (1,1) 为 中 心 的 中 心 对 称 图 形 ， 


( III ) 在 曲 线 上 任 取 一 点 (x; Er ar +. 





由 (x0) 一 1 一 sz 知 ,过 此 点 的 切线 方程 为 


C, 
P. | 
a N E E 
Y 1 sssi a id: 


= 








p= Ay WAA 工 一 zaa (uE). 


P iya Zz, — 1] ,切线 与 直线 y 二 工交 点 为 (2xo l, 2—1). 
直线 y=1 与 直线 y=<x 的 交点 为 (1 ,1). 


1 
从 而 所 围 三 角形 的 面积 为 让 | 一 





=] 1 





ls-21= 
,所 周三 角形 的 面积 为 定 值 2， 
售 阮 ”已 知 定义 在 R 上 的 函数 /(z) 的 图 象 关于 点 (一 二 ,0 ) 对 称 , 且 满 足 / 


1 
2 
所 以 





(= f(z+—) fC—1)=1,7C0)= 一 2, 则 f(1) + f(2)+ f(3)+ t f(20082 


的 值 为 ( ) 
A. 一 2 bB. =l 
C. 0 Da 


[8] 由 f(z)= 一 了 (z+ 方 ) AI 


fatd=f(1+ 4+4 )=- f(z++)= fO) 








"函数 y= f(x) 的 周期 为 T=3 
又 “函数 图 象 关于 点 , (一 闻 ,0) 对 称 

车 (z1) 为 9 二 fCz) 上 的 点 , 则 (zsy) 关 于 (一 六 10) 的 对 称 点 
(3 T. y) = fal k 
-一 Fn 一 太一 六 一 z) 
-由 题 意 知 ((z+3)=/(-z—) 


Vat ER f(z) 为 个 函数 


M f(—1)=1 AADLI A IFSS 
FD we fl) T f(2)+ f(3)—0 
Jt —669[ /f(1) + f(2) + f(3)] f(1)= f(1)=1 
… 选 D. 
【 解 后 感言 】 对 于 求解 曲线 f(x,y) 一 0 AAA y= f(z)X T = Qn, tpn 
ECAA, 


k 3 设 函 数 fG)= z+ z€ (一 oo,0)U(0, 十 co) 的 图 象 为 C ,C, 关于 
点 A(2,1) 对 称 的 图 象 为 CC 对 应 的 函数 为 glr) RAR g(x) 的 解析 式 及 十 


义 域 . 
RI 设 PCr y) C, 上 任意 一 点 ,P' (z's,y ) 关 于 避 A(2,1) 的 对 称 点 为 P 
(r.y) MH 
+ Tz 
2 y= 
| ay Ps Q 
2 
LÄ PEC E.B y == + @ 


EEEE E E A 
由 中 加 得 :y= 二 2 十 二 一 1 
0 r4 
E|] g(z=) =z— PS 3 = Cus ey U ea, 


[HARE] PA s F(z,y)=0 PH rsy JAA 2m— z, 2n— y A 3k, 
且 F(2m 一 x,2n 一 y) 一 F(zsy)( 即 方程 在 代 换 后 不 变 ), 则 该 曲线 是 中 心 对 称 曲 线 ， 


点 Mlmyn) 是 它 的 对 称 中 心 .如 y 一 z 十 小 是 关于 原点 (0,0) 对 称 的 中 心 对 称 曲 线 ， 








三 、 用 对 称 思 和 想 解 题 





解 题 秘 言 :对 称 问题 其 实在 数学 中 是 广泛 存在 的 ,如 果 能 注意 发 现 和 挖掘 ,在 解 
题 时 常 能 获得 意 想 不 到 的 简便 解法 ， 
Tayta z= as 
MD BATF yz TORE (a,b,c ERAS.) 


tHeytér= d 


[ 解 】 BN abec HEDRE z yt r=) 的 根 . 依 韦 达 和 定理, 有 


4 十 太 十 5 一 x= abc 
上 
abc= z z=atėtce 

【 解 后 感言 】 本 题 如 果 用 消 元 法 解 ,计算 量 较 大 , 这 里 注意 到 未 知 数 m,y, z 及 
Akab 在 问题 中 的 对 称 地 位 ,巧妙 地 运用 其 对 称 关 系 , 弟 用 方程 根 的 定义 及 韦 
达 定 理 , 使 问题 的 解法 简捷 .清晰 . 
WD MRAN Sr Horte 对 于 任意 实数 + 都 有 7(2+ 蚊 一 六 2 一 0， 
那么 | C j 

A. f(2)< f(1)—< f(4) B. f(1)<' f(2)< f(4) 

C. FDATA) D. FCD <O) 

[@] 由 C+D- OMKAR f(z) 的 图 象 关 于 r52 对 称 . 

ee f(1) = f(3) 

又 曲线 开口 向 上 , fz) # [2, + oo) F RE 18 RA 

WORT OLOA F(2)< fF(1)< fO) 


故 选 A. 
【 解 后 感言 】 利用 数 形 结合 及 找 出 函数 图 象 的 对 称 轴 是 解 题 的 关键 .本 题 充 分 


利用 对 称 思 想 使 问题 得 以 迅速 解决 ， 
MO unúnas- 2 lQa>ob>0 08 B ST z 轴 的 直线 与 双 
曲线 相交 于 M,N 两 点 ,以 MN 为 直径 的 圆 恰好 过 双 曲 线 的 右 项 点 , 则 双 曲 线 的 离 
心率 等 于 | 

【 解 】 Ease RAZ 10 +É WIMF |= INR =E 

由 于 以 MN NR 00 BL BUR A Ca ,0), B| ¿MAN =90°, X IH FMA N 两 
点 关于 xz 轴 对 称 , 则 人 MAF, 一 人 NAF, 一 45", 所 以 |AR | = 
| MF, |= | NF; |» BẸ 

















c: — a° 
a 


ë 
u= s 
a 


? 

=ç —ac— 2 =0> (<) = s= 
HU é 一 6 一 2 一 0 

解 得 e= 2. 


【 解 后 感言 〗 对 于 二 次 曲线 ,利用 它 化 为 标准 形式 后 
的 对 称 轴 和 对 称 中 心 来 研究 问题 极为 方便 ,应 注意 这 一 技巧 ， 


QD wwñis-rra WA PREA P HARM 122 —4y 一 3 的 


焦点 为 焦点 作 椭圆 , 求 椭圆 长 轴 长 的 最 小 值 及 此 时 卫 AA WJ ba 3 W DJ J Fe. 
【 解 】 易 求 得 双 曲 线 的 两 焦点 分 别 为 Fi 


1,0),F,(1,0), 由 此 设 燃 加 方程 为 节 十 二 一 1 


(a>0), 
如 图 示 ; 易 求 得 F, 关于 直线 i 的 对 称 点 为 


F,'( 一 3,2). 则 直线 /与 直线 F “F; y=- C 











5 4 
1) 的 次 点 是 P, (->.4). 

由 椭圆 定义 及 平面 几何 的 结论 得 

2a= |F,P|+ |F,P|=|F/P|+IF, P| 
=I F/'F,|= /G+3y +(0—2): =2/5 

当 目 仅 当 点 P 重合 于 点 P. 时 ,上 式 取 “ 二 ”号 ， 

故 椭圆 长 轴 长 的 最 小 值 为 2V5. 

此 时 卫 点 坐标 为 (一 站, 生 ) MAEAEA 

【 解 后 感言 】 用 对 称 思想 解 题 ,不 仅 可 以 利用 对 称 的 性 质 沟通 已 知 与 未 知 ,使 
分 散 的 条 忻 相对 集中 ,促成 问题 的 解决 ,而 且 可 以 简化 计算 ,提高 解 题 速 度 . 


侵入 。 小 河 同 仙 有 两 个 村 庄 A,B, 两 村 庄 计划 在 河上 共 建 一 水 电站 发 电 供 


两 村 使 用 ,已 知 4A,B 两 村 到 河 边 垂直 距离 分 别 为 300 m 和 700 m, 且 两 村 相距 500 m, 
问 水 电站 建 于 何 处 , 送 电 到 两 村 电线 用 料 最 省 ? 

【 解 】 以 小 河 1 所 在 的 直线 为 z 轴 , 过 AA 点 与 1 RAWA 
线 为 y 轴 建 立 平面 直角 坐标 系 , 如 图 , 作 A X T = 轴 的 对 称 点 
A', 连 A'B. 设 A'B 与 x 轴 交 于 P 点 , 则 PP 点 即 为 所 求 . 即 |PA 
| 十 |PB| 为 最 小 (车 在 1 上 任 取 一 点 P , 则 IP'A|+IPBI>| 
A'B|=|PA|+I|PB|). 

















A A(0,300),A'C0, 一 300), 过 B 点 作 BB Lz 轴 于 点 B', 过 A 作 AH | BB 
TH. 

`” |AO| =300,| BB'| =700 

“| BH| = 400 

V |AB|=500, ~. JAH|=300 «<. B(300,700) 

-HER A'B 的 方程 为 


y 一 700 _ x—300 _ 10 _ 
—300—700 0—300 BI ?一 了 300 


-BRER A B 5 r 轴 交 点 的 坐标 为 (90,0) ,此 即 点 P 坐标 . 

.| 人 | 一 90(m) 

x: ,水 电站 应 建 在 河 边 距离 A 点 到 小 河 所 作 垂 线 的 垂 足 处 90 米 远 时 用 料 
最 省 . 

【 解 后 感言 】 一 般 地 ,已 知 两 点 A,B, 在 直线 1 上 求 一 点 忆 , 使 

(1)|PA| 十 |PB| 最 小 值 问 题 ; 若 A,B 在 直线 1 的 同 侧 , 作 A( 或 B) 关 于 i/ 的 对 
称 点 A'( 或 B') ,连结 AB( 或 AB ), 与 1 的 交点 即 为 所 求 . 若 有 A,B 在 i 的 异 侧 , 直 接 
连结 AB, 与 1 的 交点 即 为 所 求 . x 

(2)||PA|—|PB|| H k Kik 38.3 A,B 在 直线 ! 的 同 侧 ,AB 所 在 的 直线 与 
1 的 交点 即 为 所 求 . 若 A,B 在 直线 ! 的 异 侧 , 作 A( 或 也 ) 关 于 直线 /的 对 称 点 全 (或 
B') ,连结 A'B( 或 AB'),A'B 或 AB' 所 在 的 直线 与 1 的 交点 即 为 所 求 . 


实战 秘 修 十 六 


1. 设 函 数 y 一 f(z) 的 图 象 与 y 二 logs (1 一 Zz) 的 图 象 关 于 直线 x 二 1 对 称 , 则 f(x) 二 
L ) 

A. y=log +r) B. y= logs (z—1) 
C. y=log; (+— 2) D, y= log (2— z) 

2. (2008 年 北京 高 考 理 。T7) 过 直线 y=r EW- SEAGH OTD = 2 的 
两 条 切线 h d SER Lh 关于 y 一 工 对 称 时 ,它们 之 间 的 夹 角 为 ( ) 
A. 30° B. 45° 
C. 60° D. 90° 


3. (2008 湖北 高 考 理 。T5) 将 函数 y 二 3sin(x 一 修 的 图 象 下 按 向 量 ( 于 ,3 ) 平 移 得 到 


_ 10 





图 象 已 , 苦 的 一 条 对 称 轴 是 直线 一 也 , 则 6 的 一 个 可 能 取 值 是 ( `) 
9 _— s 

12" B. 17x 

11 


A. 


_ 11 
C D. 127 


4. 


Er 


i 


a 


n 


9. 


10. 直线 2x+3y—6= 0 关于 点 (1， 一 1) 对 称 的 直线 是 


11. 


12. 已 知 图 Cr +y +4z—12y+39=0 和 直线 l: 3z—4y+5=0. *m C 关 于 直线 
l3: 


14. 


15. 


,车 函数 y 二 f(z) 的 图 象 和 y=sin(z 十 下) 的 图 象 关于 点 M( 玫 ,0) 对 称 , 则 f(z) 






(2008 年 全 国 工 高 考 文 。T8) 若 函数 y= HRR KA y=lnVz 十 1 的 图 像 


关于 直线 > 一 工 对 称 , 则 f(z)— ( `) 
A. esr B. ez 
C. e2z+1 D. E27+2 


的 表达 式 是 ( `) 
A. cos(z=——) E. cos[ =+ — ) 
C. 一 cos(z 一 工 ) D. —cos (=+) 


1(z) 的 图 象 的 对 称 中 心 坐 标 为 (0,2), 则 a 的 


值 为 ( ) 
A.—1 B. 0 

Ca D. —2 

FJ A 8 E 8] z ty —2axt áy- 6=0 上 任 一 点 ,有 点 关于 直线 xz 十 23?y 十 1 一 0 
的 对 称 点 也 在 圆 上 ,那么 实数 a 等 于 . 

EEEE K EBA (0,255 A C—2,0) EA , S (2005,2006) 5 sk (m. 
DES, M n— m= 

车 光线 从 点 AG, SNAAR 3r—y+4=0 之 后 反射 到 点 B(3,9), 则 此 光线 所 
经 过 的 路 程 长 是 

















曲线 y =r 关于 直线 z =2 对 称 的 曲线 方程 是 


L 对 称 的 圆 C 的 方程 ， 

曲线 C, 的 方程 为 y= f(z) GE X fE R 上 有 反 函 数 ) , 若 曲线 C, 和 G, 关于 y% 
对 称 ,曲线 C, 和 C, 关于 直线 2r+2y—5=0 对 称 , 求 曲线 C, 的 方程. 

设 等 差 数 列 {a,} 的 前 n MAA S. :已 知 a, = 12 , S: >0,51 <0. 

(1) 求 出 公差 d 的 取 值 范围 ; 

(2) 指 出 S, ,5 ,… ,Sw 中 哪 一 个 值 最 大 ,并 说 明理 由 . 

已 知 二 次 函数 f(z) 的 二 次 项 系数 为 负数 , 且 对 于 任意 实数 z 有 f=) 


-jeto kran / [ea (+= )]< [ea (9-2). 
的 解 ， 
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16. 已 知 函 数 f(z) 对 一 切实 数 工 都 满足 (去 十 z) 一 (去 一 z) ,并 且 方程 1(z) 
nm 

17. 已 知 直线 1:z 十 y 一 9 二 0 及 椭圆 C.E += RA C 的 焦点 为 焦点 ,与 直线 l 
nn 

18. 已 知 直 线 12z 一 y 一 2 一 0 RAAR CE — = RI C 的 焦点 为 焦点 ,与 直 


线 1 有 公共 点 , 且 实 轴 最 长 的 双 曲 线 方程 . 
19. (Z AA Žž BAHE ERA) OSa, bsc =< 1. A HEB : 


a b c _ — N 
rp ee rr a)(1—b)(1—c)=<1. 


实战 秘 修 十 六 答案 与 提示 


1. B 在 y=logs (1 一 z) 上 取 点 (0,0). 此 点 关于 zx 一 1 对 称 点 为 (2,0) 将 (2,0) 点 代 
ARA BB 符合 要 求 . 
2.C 设 过 直线 y=x 上 一 点 P 作 圆 的 切线 ,圆心 为 Q(5,1),… 直线、 关于 y= = 


对 称 , .直线 PQ 与 1:y=x 垂直 ,点 Q B| P Ë 1 的 距离 a= 2 2, X m 
BEBIN, h. dh 与 直线 PQ 的 夹 角 均 是 30". 2. 与 ls 的 夹 角 为 2X30 = 
60” , 故 选 C. 

3.A 解法 一 ; 8 y= 3sin (z — 0) # [n] HE (3 ,3 ) 平 移 得 到 y = 3sin 
[z (2+0) ]+3, 则 下 一 (等 ++9) =kr+ 7, kE ZM o= krge k= 
一 上 时 ， =n, BB A. 
解法 二 :验证 ,着 0 = Sr y = 3sin (z— x) 按 向 量 (至 ,3) 平 移 为 y = 3sin 
(z 一 下 一 总 x) 十 3=3sin(z 一 证) 十 3. 
当 z= 王 时,>=3sin( 一 到 ) 十 3 一 0 为 最 小 值 ,符合 要 求 , 故 选 A 


¿A 由 y=ln Vvz 二 1, 得 y 一 I 王 InVz， 
B||./z== e" u" 和 e2y_ w 
与 i 的 图 象 关于 直线 y=z 对 称 的 图 象 的 函数 为 y 一 e”“. 


5. C 设 y=sin(z 十 瑟 ) 图 象 上 任 一 点 为 (z,?), 它 关于 点 M(-4，0) 对 称 的 点 为 





(z ,y ) 5 
sti a =, 
2 4 W 
i = 
yty =0 ly=-y 


y = E U =cos(x = 
"y = =p 


= z OHR. 
6. D ““ 原 函数 Poe ay0) 中 心 对 称 
EAR 广 !(z) 图 象 关 于 (0, 一 a) 中 心 对 称 


s.. — a= 2,a=  —2. 
7.3 由 圆 的 性 质 知 , 直 线 x 十 2y 十 1 二 0 为 圆 的 对 称 轴 . 

即 圈 心 (a, 一 2) 一 定 在 直线 上 ,a+2X( 一 2) 十 1 二 0 a 
8. 1 ” 依 题 意 ,(2005,2006) 与 (m,n) 关 于 y 一 一 工 对 称 ， 

Mi 一 一 2006 ,7 一 一 2005 nn 一 14 二 1, 


| 


9. D 点 A(3,5) 关 于 直线 3z 一 y 十 4 一 0 的 对 称 点 为 (zi yn) 


Wi RA 

工 ] 一 号 3 D 
则 有 3 十 5 十 uiii 33 

3X > 7“. 十 4 一 0 = 


所 求 路 程 长 为 A/ (a+ +(90— 3 -1245 


10. 2r+3y+8=0 设 所 求 直线 上 任意 一 点 坐标 为 (z,y), 它 关于 氮 (1，* 一 11) 
对 称 的 点 为 (z ,y ). 





UNE, y ) 在 直线 2z+3y—6=0 E, 
..2(2—z)+3(—2—y)—6=0 
即 2x 十 3y 十 8 二 0 为 所 求 直 线 方程 . 











LI: 


12. 


L. 


14. 


15: 





一 4 一 ZXyy =y AQE y =4r E, 
“yy 一 16 一 4z 为 所 求 曲 线 方程 . 


OC 的 圆心 为 (一 2,6) ,半径 为 点 (一 2,6) 关 于 直线 3=z—4y+ 5=0 的 对 称 点 为 
(4, 一 2) ,所 以 @C 的 圆心 为 (4, 一 2) ,于 是 C 的 方程 为 (z 一 4 六 十 (3? 十 2) =1. 


曲线 C, 的 方程 为 
y= f(— z) 山 


由 对 称 轴 方 程 2z 十 2 一 5 一 0 得 z 一 一 ?十 写 ,y 一 一 z 十 半 , 将 它们 同时 代 人 


D-t). 
WJ = f '(-z+)+ Ed C, 的 方程 


(一 从 <4< 一 3. 


(2) 由 等 差 数 列 的 对 称 性 , 知 


l2(a) Tag) _ 12(ae +a) 
So 


13(4ai Tag ) = 13 " 2a; 
a 


由 (1) 知 {av} 为 递减 数列 , 故 5S; 最 大 . 
由 题 设 知 二 次 函数 f(x) 的 图 象 是 以 == 2 为 对 称 轴 ,开口 向 下 的 抛物 线 . 


又 log; (zz+z+ 工 )=logj | (2+4) +4 |<iog} +=2 


>Ü 


<0 


log: (22° — +$ )=log; | 2 (zL) +4 ]<log; +=1 
logi (zt ++- logi (22° — 1+- HERE 00,2). 
而 F(z) 在 (一 ce,2) 内 是 单调 增 函 数 , 所 以 由 原 不 等 式 , 有 
log1 (x’ +z+—)<logi (2 —z-+—) 


pE r +z >2— r+ >0 
解 得 1— <. + A, 


Y= 二 16 一 4t 设 P(x,y) 是 所 求 曲 线 上 的 点 , 它 关 于 z=2 的 对 称 点 为 Q(z ,y ). 


ira 


18. 


15. 


a (L+ )=/(1- )usgmaemumkaga]- + 






, 因为 f(z) 有 三 个 实 
根 ,所 以 二 二 定 是 一 个 根 ,其 余 的 两 个 实 根 关于 x 一 喜 对 称 ,所 以 三 根 之 和 


3 

为 了 

焦点 Fi (一 3,0) ,F，(3,0) , 依 题 意 应 在 :上 找 一 点 P 使 | PF |+ PF | 最 所 ,从 

需求 关于 1 的 对 称 点 F(9,6), FÈ |2a |, = |FF,1=64/5, BD a =45, c 二 9, 得 
Til 

所 求 椭圆 方程 为 二 十 36 一 ] 

焦点 F, (—2,0) , F,C2, 0) HLE RAER 1 上 一 点 P ,使 P 到 | Fi , F; 的 距离 之 

差 (… Fi,F, 在 1 两 旁 ) 最 长 , 求 F, 关于 1 的 对 称 点 F( 忆 ,五 ) ,得 


[2a] m= FF, |= V0, =E =4. 


所 求 双 曲 线 方程 为 52- 一 5 一 1 


依 原 式 的 ASW Oa b 1. 


a a+ b-+--c 
W EFI +e+1 K asas] — er Hi izateri 十 5 十 1 


证 原 不 等 式 只 需 证 


a 二 bic 
a +b+1 





+(1—a)(1—5)(1—c)=1 


S(1—a)X1—py(1—¿)=<———*(1—a)(1—b)<-—-T4 一 


Ee 
S (1—a)(1—b)(a+b+1)=<1, 
因为 (1 一 a} hla tbt DSa) (1—bp(1+a)(1+)<(1—a')(1—5)=1 
故 原 不 等 式 成 立 . 
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求 平面 上 动 点 的 轨迹 方程 不 仅 是 教学 大 纲要 求 掌 握 的 主要 内 容 之 一 ,也 是 高 考 
考查 的 重点 内 容 之 一 . 

轨迹 即 点 的 集合 ,而 方程 为 实数 对 的 集合 . 求 符合 某 种 条 件 的 动 点 轨迹 的 方程 ， 
其 实质 就 是 利用 已 知 的 点 的 坐标 间 的 特性 (运动 规律 ) 去 寻求 变量 间 关 系 的 方程 . 因 
此 , 求 轨迹 方程 的 基本 指导 思想 ,就 是 充分 利用 题 设 中 的 几何 条 件 ,通过 "解析 化 "将 
其 转化 为 代数 方程 . 

由 于 动 点 运动 规律 所 给 出 的 条 件 千 差 万 别 , 因 此 求 动 点 胃 迹 方程 的 方法 也 多 种 
多 样 ,这 里 介绍 几 种 常用 的 方法 . 


一 、 直 接 法 





解 题 秘 言 :如 果 动 点 满足 的 几何 条 件 本 身 就 是 一 些 几何 量 的 等 量 关 系 ,或 这 些 
几何 条 件 简单 明了 且 易 于 表达 ,我 们 只 人 须 把 这 种 关系 “翻译 ”成 合 ry 的 等 式 就 得 
到 曲线 的 轨迹 方程 . 由 于 这 种 求 轨迹 方程 的 过 程 不 需 其 他 步骤 ,也 不 需要 特殊 的 技 
巧 , 所 以 称 之 为 直接 法 ， 


pr (2008 年 浙江 高 考 理 。T20) 已 知 曲线 C 是 到 





s P(O RB E y= 一 襄 距 离 相等 的 点 的 轨迹 . l 


是 过 点 Q( 一 1,0) 的 直线 ,M EC 上 (不 在 1 上) 的 动 点 ;A.B 
在 1 上 ,MA JI, MB | zx 轴 ( 如 图 ). 
(1) 求 曲线 C 的 方程 ; 


(2) 求 出 直线 ! 的 方程 ,使 得 QU 为 常数 
【规范 解析 】 (1) 设 NGzy) 为 C 上 的 点 , 则 





INP| = (+1Ly+( 3), 


N 到 直线 y 二 一 忆 的 距离 为 |y 十 襄 |， 





由 题 设 得 (z 十 二 +( -3) = ?证言 |， 


化 简 ,得 曲线 C 383 = (L. 
z += 





(2) 方 法 一 : 设 Mer, ) ,由 1 过 点 Q( 一 1,0), 设 直线 L y=k=r+k, 


则 ] B(xr,kErk) :人 


IQB|= v1+kR |z+1|; 
在 Ri 人 QMA 中 ,因为 


QMl:=(z+1) (1+5), 


(z+ 1)° (K ) 


| — A —— 


1 + ° 
所 以 |Q4A1 一 |QM 有 一 [MA 
_《z 十 1) 
ACHR?) 
+1| ` |Ëz+2| 
Iqa =+ * ltx+2! 
2 y 1 十 外 


[QB] 20+) YI 十 | _ 2 


-P a E —— 
# 


(QA | |k] 2 
z+ 


(开工 十 2) 





QA| 
从 而 所 求 直线 l in 2=—y+2=0. 


方法 二 : # M(z, 王 二 z), 直线 I: y=krtk, W| 


š k= 2 时 ,28 = N 







l, 


H 
B(r,kz=+k), A G |QBI = /1+ËE' |z+1|, 
过 Q( 一 1,0) 作 季 直 于 1 的 直线 4 : 一 一 一 (z 十 D， 





|z+1| - |Ëz+-2| 
IQA|j=— —  — 
2 IFE 
rtl 
|QB|? _ 20+) /1+ É . 2 
IQA] ` |k] A 
I 十 一 


2 |QB 
当 k= 2 时 ,188 一 =5./5, 


从 而 所 求 直线 LZE 2z— y+ 2= 0. 
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【 解 后 感言 了 从 本 例 可 见 直 接 法 求 轨 迹 的 一 般 步 骤 为 : 
中 必要 时 建立 直角 上 华 标 系 , 设 动 点 坐标 为 (X,Yy); 
加 根据 题 设 条 件 直 接 列 出 几何 关系 式 (或 等 量 关系 式 ); 
辐 将 上 述 美 系 式 转化 为 方程 式 F(z,y)=0; 
由 整理 ,化 简 方程 式 为 轨迹 方程 ; 
加 必要 时 应 进行 讨论 ,并 指出 轨迹 的 具体 几何 意义 ， 
WP mms, mo ANO 的 半径 都 等 于 1， 
O,O.=4. 过 动 点 P 了 分 别 作 圆 O, , i] O, 的 切线 PM, PN 
(M,N 为 切 点 ) ,使 得 PM = /2 PN. 试 建立 平面 直角 坐标 
系 , 并 求 动 点 了 的 轨迹 方程 . D 

【 解 】 如 图 所 示 , 以 OO: 的 中 点 OARA. O, O, 所 
在 的 直线 为 工 轴 , 建 立 如 图 所 示 的 平面 直角 坐标 系 , 则 O (—2,0),O, (2,0). 

由 已 知 PM=Y2PN ,得 PM: =2PN'. 

为 为 两 圆 的 半径 均 为 1, 所 以 

PŒ —1=2( PO 一 1) 
É Pir, y). M 
(z+2):+-y2—1=2[(z—2)° +y'—1] 

即 (xz 一 6 十 y= 二 33 

所 以 所 求 轨 迹 方 程 为 :Cz 一 6) 十 y 二 33. 

【 解 后 感言 】 这 里 基本 上 是 按 上 述 的 直接 法 求 轨迹 的 一 般 程序 进行 操作 ,其 中 
坐标 系 建立 得 当 , 往 往 使 计算 量 减 少 ， 
MD 已 知 点 4A( 一 2,0),B(3,0), 动 点 Plr, y L PA + PB= z , W| & P 





的 轨迹 是 ( ) 
A. l R. 椭圆 
C. XX H #k D. 抛物 线 


R] 设 坐 标 系 内 ry 轴 上 的 单位 向 量 为 让 ,点 P, y) A Bls] #t OP = xi 
十 yj ; 则 A( 一 2,0),B(3,0) 对 应 的 向 量 分 别 为 OA 一 一 2,OB 一 引 


ey e E =— (2+ r)i— yj,» 
二 OO =(3—xz)i— yj. 
XPA  PB= > 
—. —(2+z)(3—z)+ 2 = x ,B[]l y: = =x+6. 
由 略 锥 曲线 的 定义 知 已 点 对 应 的 轨迹 是 抛物 线 . 故 选 D. 
【 解 后 感言 】 这 类 由 向 量 关系 式 给 出 求 轨迹 题 ,往往 是 直接 计算 就 行 ,是 再 直 


接 不 过 的 “直接 法 









二 定义 法 
et 
解 题 秘 言 : 若 动 点 轨迹 的 条 件 符合 某 一 基本 轨迹 的 定义 (如 圆 WD. WH EQ MI 
物 线 的 定义 ), 则 可 以 根据 定义 直接 求 出 动 点 的 轨迹 方程 . 
AD coos 车 北京 高 考 理 。T4) 若 点 了 到 直线 + 一 一 1 的 距离 比 它 到 点 


(2,0) 的 距离 小 1, 则 点 P 的 轨迹 为 ( ) 
A. 圆 B. 椭圆 
C. 双 曲 线 D. 抛物 线 


【规范 解析 】 “点 到 直线 二 一 1 的 距离 比 它 到 点 (2,0) 的 距离 小 1， 

.点 忆 到 直线 工 二 一 2 的 距离 等 于 它 到 点 (2,0) 的 距离 ， 

动 点 卫 的 轨迹 是 抛物 线 . 

【答案 】 D 

[RERE] 这 里 是 根据 抛物 线 的 定义 知 卫 点 的 轨迹 曲线 ,其 中 化 PP 到 直线 
z 二 一 ] 的 距离 为 到 直线 工 二 一 2 的 距离 是 解决 本 题 的 关键 . 


GAD (2008 年 重 庆 高 考 文 *T21) 如 图 ,M( 一 2， 


VH N(2,0) 是 平面 上 的 两 点 , 动 太 P 满足 ;| | PM| 一 | 
PN||=2. 
(1) 求 点 P 的 轨迹 方程 ; 


(2) 设 4 为 点 P HARI zx 一 去 的 距离 ， 





#|PM|=2| PNP REM 048. 
【规范 解析 】 G) M( 一 2,0),，N(C2,0)， 
IIPMI— |PN||=2< |MN|=4, 
也 点 轨迹 是 以 M,N 为 焦点 , 实 轴 长 2a= 2 的 双 曲 线 . 
.a=],c=2, 
下 一 号 一 站 一 和， 
2 
SARRAZI ASEL 
(2) 方 法 一 ,由 (1) 及 图 , 易 知 


2a b: aE —a b 
$ >, T z, =a p a pE 


W Ata A OAl+IOBI 一 |1AB| ， 





所 以 x: 二 yy 二 zt +y; < (xz, E 二 (yO 一) > 
得 x r, jy, y, <0 ERÈ. 

zz, yi ys =£, 1, HA (z, —1)(z, —1) 

=(1 Hk r r k (z; *T-z, ) +k 


ak — a° b° 2a h° 


= 2 二 - 2 

(+P) ET k r r 
316 (atb tk ab 
b Fak i 


HA a b HH k —a b c 对 ER 恒 成 立 . 
NE adb tiS 时 ,不 合 题 意 : 


1 十 V5 
9 ; 





Da — a b ty =0 ,a= 
©% a — a b +H <O 时 ， 

a —a la — D+ lala —3a 二 1>0, 
解 得 > < TEA), 


pp >L, gat a> ES, 


RAOG a 的 取 值 范围 为 (1 ,十 co)， 


【规范 解析 】〗 本 小 题 主 要 考查 平面 向 量 , 椭 图 的 定义 、 标 准 方 程 及 直线 与 椭 圈 
位 置 关系 等 综合 运用 解析 几何 知识 解决 问题 的 能 力 . 

【思路 探索 】 (1) 由 题 知 ,曲线 CC 为 椭圆 ,利用 定义 写 出 方程 . 

(2 OX | OB->0A . OB=0, 

解 方 程 求 出 ,利用 弦 长 公式 求 出 |A 记 |. 

[规范 解析 】 ODR Pay) HAART, A P 的 轨迹 C 以 (0, 一 V3)， 


(0,/3)3 8 é. 65 8 B| , = 6348 T h 
b= /22— (32 一 1， 


Ë 
故 曲 线 CHEA HTL. 





(2) 设 Alr syi) B(z,,y:) 








解 题 秘 言 :有 时 动 点 本 身 所 满足 的 条 件 式 中 就 含有 一 个 参数 (如 角度 ` 斜 率 \ 比 
值 或 时 间 等 ) ,或 动 点 的 运动 过 程 受到 某 一 个 变量 的 制约 ,我 们 设 这 个 变量 为 参数 奸 
立 轨迹 的 参数 方程 ,然后 消去 这 个 参数 , 即 得 轨迹 的 痛 通 方程. 


GD AABO 中 国定 底 边 BC B |BC| 一“ 如果 三 内 角 满 足 :sinC 一 sinB 
一 sinA, 试 求 顶点 A 的 轨迹 方程 

【 解 】 以 BC 的 中 点 O 为 原点 ,BC 所 在 直线 为 工 轴 , 建 立 
如 图 所 示 的 直角 坐标 系 , 则 B( 一 所 ,0) ,C( 全 ,0) 





设 A MAE PR J (z, y) 和 [H iF sZ E BE K sinC— sinB= -5 
sinA 得 
c— b= a, Bl |AB| —|AC| = a( 定 值 ) 





由 双 曲 线 的 定义 知 , 点 A 的 轨迹 为 以 B,C 为 焦点 ,焦距 为 a KAKA -y 的 双 
曲线 的 右 支 (不 包括 C 点 ). 

e ! w3 

-emk z= (4) (+) =F 


故 得 轨迹 方程 为 于 “一 一 二 一 1， 


(3) (Fa) 

【 解 后 感言 】 本 例 的 题 设 条 件 中 就 会 有 八 ABC 的 相关 角 , 这 里 利用 正弦 定理 

的 边 角 互 化 , 变 为 边 的 关系 式 ,然后 依 定义 法 得 A 的 轨迹 方程 
GD OMKR ANKEA 2138 M 
(0,1) 的 直线 ! 交 椭 圆 于 点 A,B,O 是 坐标 原点 ,点 P 满足 
号 =- 十 (OA+OB) ,点 N 的 坐标 为 (到 ,二 ). 当 1 绕 点 M 


TTE: Bean | / 
CIT) 动 点 PP 的 轨迹 方程 ; 


CIL)1NP| 的 最 小 值 与 最 大 值 
UEI (1 ) 吉 线 /过 点 M(0,1) ,车 其 斜率 存在 , 设 为 , 则 /的 方程 为 y 一 1 一 k 
(zr—0); 即 y= 二 kx 十 1. 


VE EEL ]Bl x Tl 相交 于 两 点 A(zi sy) BCT: ,ys). 




















y=kz+1 
= +% =] 
消去 y 得 zx? 十 了 (kz 十 1)* 二 1, 即 


ttk rt +++2kr—3=0. 
2k 


Sata = rp 
yy kn Hl Hkn l=kG Ha) + 
. z, 十 工 > yi 十 ys = — k 
.Op= 1 (0A+0B)= (2, 25%) (For) 
设 已 点 的 坐标 为 (z,y), 则 
一 
4 十 起 
二 
Y 4+E 
HESE k y= — ia Bl r Hy y=0. 
g ss. 


y 
若 直 线 斜 率 不 存在 , 则 A.B R AROS R (0.0), CERERE 4r 十 y 一 y 
=(, 
点 了 的 轨迹 方程 为 47 十 y 一 y 二 0, 即 


-bA 


INPI = (z+) +( Tupaia 


1,7 

M T +: 

34 c=- Bt, | NP |R | NP mia B 
a 1 1 7_ /1_ 1 
INPlm =a 一 (二 二 于) HN 

当 z= 一 二 时 ,| NP| 取 最 大 值 | NP|w, 妓 
本 
INP|..= -3(-H+H) Ti UA 76 


[RERA] 这 里 是 以 直线 的 斜率 上 为 参数 来 求 轨迹 的 ,也 是 轨迹 方程 中 涉及 
直线 时 最 常用 的 一 种 方法 . 






中、 相关 点 法 
sme 

解 题 秘 盲 :有 些 问题 中 ,其 动 点 满足 的 条 件 不 便 用 等 式 列 出 ,但 动 点 是 随 着 另 一 
动 点 ( 称 之 为 相关 点 ) 运 动 的 . 如 果 相 关 点 所 满足 的 条 件 是 明显 的 ,或 是 可 分 析 的 ,这 
时 我 们 可 以 用 动 点 坐标 表示 相关 点 坐标 ,根据 相关 点 所 满足 的 方程 或 关系 式 , 苑 可 
求 得 动 点 的 轨迹 方程 ,这 种 求 轨 迹 的 方法 叫做 相关 点 法 或 代入 法 ， 

we (2008 年 江西 高 考 理 。T21) 设 点 P(z y EHR z=m(yZ +m,0< 
m<) EAS PENHA ry =l HARIR PA,PB, 切 点 为 A, B, # Ñ 


M( 二 ,0). 

(1) 过 点 A EHR y= WER EEN N, 试 求人 AMN 的 重心 G 所 在 的 
曲线 方程 ; 

(2) 求 证 :4A,M,B ZAHR. 

【规范 解析 】 设 ACTI :Yt ) , B( x; Yy)» 由 已 





知 得 
yi y: 0 Ln’ y Eln 一 加 = 1. | 
(1) 直 线 AN AZRA: yT = TTET.» X 
=—=r+ zx, ， P. 
ji P ° 得 /I 人 N 
N (22 Ta Ta) | | 
2O 5 g ' N 
设 重 心 为 G(X Y) 
1 LaTi 
所 以 
1 > +y, 
3 
9r—3y—— 
TI 4 
x” l 
 9y—3z+ 
= F 
由 z, y 一 1 得 


(3z—3y—- +) (3z+3y 一 元 ) 一 2， 
Pp (ZL) -ysta G 所 在 曲线 方程 ， 
(2) 设 切线 PA 的 方程 y 一 二 有 (I 一 1)， 





— y Sk E ), 
l, a i akr — 2k y —kz,)z—Çy, —kr) 一 1 一 0， 
T a z. 


由 A= (y, ka Y HAOR (y, 一 kz1)* 十 4(1 一 居 ) 二 0, 得 UN 
1 


| 所 以 PA 方程 为 yy 二 XT 一 1， 

同 理 PB 方程 为 yyy=z;z— 1. 

x P(m,y )#£ PA,PB 上 ,所 以 y, y, SMI, — l; y Yo mz, l, 
即 点 Alr yi) BC z, ,Ys ) 都 在 直线 yoy 一 mx 一 1 上 . 


又 M( 二 ,0 ) 也 在 直线 yy 一 mr 一 ] 上 ,所 以 A,M,B 三 点 共 线 . 


【 解 后 感言 通常 在 相关 点 法 中 , 设 轨迹 点 G 的 坐标 为 (X,Yy)， 而 相关 点 (如 本 
例 中 六 和 B) 的 坐标 不 宜 设 得 过 多 ， 以 免 增 加 消 参 的 难度 (这 里 可 视 相 关 点 的 坐标 
Xl ,Yl 为 参数 ), 最 后 因为 ACT, OER h A E , RARAS G ih peit y HE. 














GD 己 知 定点 0(0,0) 和 A(6,0),M 为 04 的 中 Yo | 
点 ,以 OA Y—YEZ E OABC ,MB 与 AC XFA P , 34 3Ë NZ 
形变 动 时 , 求 P S sak s. 

[思路 探索 】 如 图 所 示 , 连 OB, E W P 3 AABO 的 重 rA i 


心 , 选 B 为 相关 点 (也 可 由 AC 平分 人 OAB bp = 2). 


LJ 设 动 点 P(z,y), 相 关 点 BCr ,y), 由 4A(6,0) 知 M(3,0). 易 知 El 


| 一 











0+ y 5. 
y— 
1 
IT 
“|AB|=|10A|=6 


Vr 6 二 +(y —0) 一 6, 即 V3r—6—6) +(3y—0) = 6. 

整理 得 (xz 一 4): 十 y 一 4. 

“PP 不 可 能 在 xz WE. 

-所 求 轨迹 方程 为 (x 一 4)? 十 y 二 4 去掉 (6,0) 和 (2,0) 两 点 . 

【 解 后 感言 了 本 例 中 相关 点 B(x ,y ) 的 变化 引起 轨迹 上 PCzyy) 变 化 ,在 消去 
zy 时 ,不 是 根据 忆 在 某 曲 线 上 ,而 是 |AB| 一 6, 因 此 不 要 误 认 为 相关 志 都 是 在 菜 


曲线 上 . 









@ MarR, E m ZRPM= EAR 的 坐标 M 
为 (0, 一 3), 直 角 顶 点 卫 在 z ñ E RB PM 3 y WFA., 
B PQ= L QM, 4 P # z 轴 上 移动 时 , 求 动 点 M 的 轨迹 EE， 
(RI 设 点 M,P,Q 的 坐标 分 别 为 Mz,y) ,上 (zy0)， 


Q(0,y:) BA =, #0. 
PQ IL RP, 


eJ 3 —_ _ == 2 
s — x = 1, Ë) 3; Æi. 


— 1 — 


x, += 


ee z = — Ż 
2 2 
整理 得 


] 
lt 





ir 





KDOORADA y= (x0). 

nS E EFO KE MAERA ERDAM. 

【 解 后 感言 3 这 里 先 确定 一 个 较 易 求 得 的 点 的 轨 这 3y; 一 好 ,再 以 此 作为 主动 
点 ,所 求 的 软 迹 上 的 点 为 从 动 点 ,建立 联系 ,从 而 得 到 所 求 点 的 轨迹 方程 .这 也 是 处 
理 相 关 点 问题 的 常用 方法 . 

£. Z $t k 
n 

RERA . 2-2 5 E. Bi # i Ë 00 3 5 , W| 3 a 8 b ( tH 38 BJ) Et 2 28) W E PS R l 

线 的 方程 . 将 方程 联 立 ,消去 辅助 量 ,可 求 得 动 点 的 轨迹 方程 . 


G MAKK E RAABC H, ZBAC=9,AC 7 


/2,1).BC/2,1) ,Sangc 一 V2. 动 点 了 在 曲线 E(y 之 1) 上 运动 ; 
若 曲 线 ENAC HRE IPA 十 1PB| 的 值 为 常数 . 

( 工 ) 求 曲线 五 的 方程 ; 

(IT ) 设 直线 /的 斜率 为 1, 若 直线 与 曲线 已 有 两 个 不 同 
的 交点 已 ,Q, 求 线段 PQ 的 中 点 M 的 轨迹 方程 . 








LEI (1) |AB| =2 VĒ, Saase =-7 | AC! 有 


|AB| =/2, 

m PACG1=1. 

y |BCl:=|AC|*+|]ABI: , 

"| BC| =3. 

XI PA|+|PB|=|AC|+|BC|=4>2x2, 

P EUA, BHRR EKMA a= 2, EREN c 一 V2, 半 短 轴 b5 二 V2 的 椭圆 
EE, 

n AR E MIRATHI =>. 


(DEAR 1 WHEA y=x+m, D 
将 之 代 人 五 的 方程 ,消去 工 得 
3y —2(m+ 2)y+m —2=0. 
令 f(y)=3y:—2(m+2)y+m —2,WJJf8 f(y) 二 0 有 两 个 不 小 于 1 且 不 相等 
的 实 根 ， 
A=4(Cm 二 2): —12(m° —2)2> 0 


== == 一 
JSO Sm — 2m 3 之 0 如 之 得 cmH E 


1< 2 lH 


É PQ 的 中 点 坐标 为 Mlz, y) ;P,Q 两 点 的 坐标 分 别 为 Pia Vi ) , Q(>; sya) ; 则 





y 一 四 并 :一 四 
ei 
由 中 加 消去 m 得 点 M 的 轨迹 方程 为 


y= 一 去 z+1( 卫 <y<1+ 灼 ) 
【 解 后 感言 】 此 题 关 键 在 于 由 已 知 条 件 求 出 点 M 满足 的 两 y 

条 曲线 方程 中 ,加 ,然后 消去 辖 助 量 mn, 得 到 点 M 的 轨迹 方程 
AD MAKR B AB 338008 y: —4pz(p>0) 
上 原点 以 外 的 两 个 动 点 ,已 知 04 上 OB,OM | AB,M 是 垂 足 ， 


求 点 M 的 轨迹 方程 ,并 说 明 它 表示 的 曲线 兴 型 ， 
【 解 】 设 直线 OA 的 方程 为 y 一 kz, 则 直线 OB 的 方程 为 





y— sam e; 


Ë 















a A nets (iR) 


同 理 , 求 得 B 点 坐标 为 (4pk ,一 4pk)， 
Pia i 

直线 AB BERENI o, IR 
p? pk 

直线 AB 的 方程 为 y+4ph= a (z Ap ), Ef 


Ë 
sma s pss) D 


“直线 OM KRRIT 





“直线 OM 的 方程 为 y= a. W 
… 动 点 Ma y) BJ E ERM E y L O RIQ ,由 四 X 四 消去 辅助 变量 上 得 


y = rp z). 
IA M 的 轨迹 方程 为 (+ 一 2p)* 十 y 二 4p aA) , 它 表 示 以 (2p,0) 为 图 心 ， 


2p 为 半径 的 圆 (去 掉 原点 ). 
【 解 后 感言 】 本 题 首先 引进 辅助 变量 上 ,用 交 轨 法 求 出 A,B t) 坐标 ,然后 求 出 


直线 AB 与 OM 的 方程 ,再 利用 交 轨 法 消去 辅助 变量 ,得 动 点 M 的 轨迹 方程 . 至 于 
如 何 消去 辅助 变量 , 当 然 是 越 简单 越 好 ,如 本 例 四 XX 回 就 最 优 . 
当然 ,本 题 也 可 以 用 向 量 法 来 解 . 亲爱 的 读者 ,你 可 以 一 试 身手 吗 ? 


六 .向量 法 
— aanerareneaaeanar manene inaaaana 

TERA.: 当 轨 迹 点 与 相关 点 中 出 现 诸多 的 共 线 点 E 比分 点 或 垂直 关系 时 ,党 
可 以 用 向 量 法 来 处 理 . 

pi] 如 图 所 示 , 已 知 作 OBC 的 顶点 O(0,0), B(2,0), 7 
点 C 在 抛物 线 y=r +2z+3 上 运动 ,M,N 分 别 在 OB,OC F H G 
满足 OM: MB=1 : 2,ON : NC=1 : 3, BN + CM 交 于 点 P. 

CORA 的 轨迹 方程 id b, be 

( H )3R AOPB 面积 最 小 时 C 点 的 坐标 . 

【思路 探索 】 这 里 有 诸多 的 共 线 点 及 定 比分 点 情况 出 现 , 较 适合 于 向 量 法 、 


[8] (I EOB-a,OC— b, (KERA 


Ps 





















— 
GG 
BP=0P—OB=(m—1)atnb, 
— > — ] 
BN=ON—0O0B=—a+—b. 


…B,P,N ZARE, BB 与 BN 共 线 ， 


.一 下, 即 1 —m=4n. 


4 
“M,C,P 三 点 共 线 ， .MP 与 MC 共 线 ， 


—» —> —> 


XMP=0P—OM= (m 一 二 )a+mb, 


— 一 一 中 


MC=OC— OM= =s Tath, 





= Bl 1—3m=n. 


=3 ,—= 
KDO, F 7 11 y H 11” 
'.OP— 2 OB+- OC 
~ 11 11 
W Plr,y) „CCo ;Yo) ;代入 上 式 , 得 
_3 g 
(y= a + gr (zo ; Yo ). 


VETE) i (Etin Ey) 


-642 _llr—6 

a IS O 9. 9 
|: |. -lL 

Y 7159 Yo 2 > 

z 
X y= +2 +3, y= (Ha) +, 
al aLi 

即 y=yə(llz 4) +5. 


CI) Saos =-7 IOB |y, |= | y, |， 
4 
“(SAOPB ) min = TT" 


此 时 z 一 广 , 故 (C == l2). 






【 解 后 感言 】 本 题 若 用 交 轨 法 解 将 会 十 分 复杂 ,而 且 参 数 不 易 消去 ,这 说 明 向 
量 法 的 优越 性 . 向 量 法 较 之 交 轨 法 更 直观 ,此 法 常 化 几何 
问题 为 代数 (和 坐标) 计算 ,是 新 课程 后 常用 的 一 种 方法 ， 


QD cummrpay-Ártamias ta l 
P 是 直线 1 上 一 点 ,射线 OP 交 椭 贺 于 R. 又 点 人 在 OF 上 
且 满 足 1OQl * |IOP|= OR|°. 

当 点 卫 在 ! 上 移动 时 , 求 点 Q 的 轨迹 方程 ,并 说 明 轨 迹 是 什么 曲线 . 

【 解 】 依 题 意 可 设 

OP 一 OQw>0) @ 





OR=); Oow >0) (2) 
WQ ,四 代 人 10Q| : IlIOP| = ORI 得 

Ai = Aš 6 
设 Q(r,y),P(ze ye) + R(zg yR)» 

= Àx Te “AT 

upon” | 

PTALI yr — Àz y 
因为 点 P,R 分 别 在 已 知 直线 和 椭圆 上 , 故 分 别 代 入 所 在 的 方程 得 


Z y _1 
2116 A © 
ia 
x= 
+ 3 
整理 得 点 ni 


GD OC 一 1( 其 中 zy 不 同时 为 0) 
2 3 

可 见 它 的 轨迹 是 挖 去 原点 的 椭圆. 

EERE] 这 是 全 国 高 考 的 压轴 题 , 由 于 其 相关 点 P, 民 分 别 在 直线 和 椭 国 
上 ,给 设 参 消 参 带 来 很 繁 的 运算 ,当年 难 到 了 绝 大 多 数 考生 ,这 里 P,Q,R 共 线 这 一 
条 件 , 用 向 量 法 处 理 ,简单 直观 ,思路 清晰 明了 ,再 一 次 说 明 向 量 这 一 工具 的 优 超 性 


和 应 用 的 潜力 . 
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实战 秘 修 十 七 


. (2008 年 浙江 高 考 理 。T10) 如 图 ,AB 是 平面 a 的 斜 线段 ,4 AEH A P EF 


面 a 内 运动 ,使 得 AABP 的 面积 为 定 值 , 则 动 点 P 的 轨迹 

是 C) / 

A m somm ¿ Z 
C. 一 条 直线 D. 两 条 平行 直线 I 


. 如 图 ,已 知 定点 A 和 B 都 在 平面 a 内 ,定点 P Ea PB La, 


C 是 a 内 异 于 A 和 B 的 动 点 , 且 PC|L AC, 那 么 , 动 点 CC 在 平 P 
面 a 内 的 轨迹 是 
A. 一 条 线段 ,但 要 去 挥 两 个 点 

B. 一 个 圆 ,但 要 去 掉 两 个 点 

C. —+ | ,但 要 去 掉 两 个 点 

D. 半圆 ,但 要 去 掉 两 个 点 





, 著 三 棱锥 A-BCD 的 侧面 ABC 内 一 动 点 P 到 底面 BCD WEN Se AB J 


离 相等 ， aia P 的 轨迹 k wasu ) 


x, S, š, 


(A) (B) (C) (D) 


已 知 点 也是 拓 物 线 y— 221 的 动 点 ,定点 A(0, 一 1) ,车 点 M 分 PA 所 成 的 比 为 


2, 则 点 M 的 轨迹 方程 是 


, Ef REI zOy 中 ,车 定点 A(1,2) 与 动 点 P(z, yy WE OP . OA=4, R| P 


的 轨迹 方程 是 


以 下 四 个 关于 国难 晶 线 的 命题 中 ， 是 真 命 题 的 序号 为 ( 写 出 所 有 真 


命题 的 序号 ). 


四 设 A,B 为 两 个 定点 必 为 非 零 常数 , 若 |PA| 一 1PB| 一 k, 则 动 点 了 的 轨迹 
为 双 曲 线 ; 


四 过 定 圆 C 上 一 定点 A 作 圆 的 动 弦 4B,O 为 坐标 原点 , 若 DP 一 工 (OA 十 
OB) , 则 动 点 P 的 轨迹 为 椭 加 ; 

g 方 程 222 一 5z 十 2 一 0 的 两 根 可 分 别 作为 椭圆 和 双 曲 线 的 离心 率 ; 

Qum X = SMN Hy 一 1 有 相同 的 焦点 . 






7. 设 P IARE -y 一 1 上 一 动 点 ,O 为 坐标 原点 ,M 为 线段 OP 的 中 点 , 则 点 


M 的 轨迹 方程 是 
已 知 点 A( 一 VJ3,0) 和 BCW3,0), 动 点 C 到 A,B 两 点 的 距离 之 差 的 绝对 值 为 2, 所 
C 的 轨迹 与 直线 y= 二 x 一 2 交 于 D.E 两 点 , 求 线段 DE 的 长 


. (2007 RE DEMMI +A USONE ARADA F, F, A Ei 


i 


KO 


园 上 的 一 点 ,AF, LF, F; ,原点 O 到 直线 AF, 的 距离 为 于 1OF, |. 


(1) RE BJ a= 2b; 
(2) (88) 2 Q , Q, 为 椭圆 上 的 两 个 动 点 ,OQ, 1 OQ; ,过 原点 O WE É #Z Q, Q 的 垂 
线 OD, 垂 足 为 了, 求 点 D RHEN E. 






10. 如 图 ,已 知 三 角形 PAQ 的 顶点 P( 一 3,0) 与 点 A 分 别 在 y M 
机 与 ， 轴 上 ,点 Q 在 z 轴 正 半 轴 上 ,PA  AQ=0,QM p 
—2 AQ, 当 点 A 在 y 轴 上 移动 时 , 求 动 点 M 的 轨迹 - Q “x 
方程 

11. 如 图 ,已 知 过 点 D( 一 2,0) 的 直线 ! SRAZ 十 将 一 1 交 于 不 同 的 两 点 A.B. N 
M 53 AB 的 中 点 





CD) 若 5 9405, 求 点 也 的 轨迹 方程 ;2) 求 上 | 的 取 值 范围 


12. (2007 江西 , 理 21) 设 动 点 王 到 点 A( 一 1,0) 和 BC1,0) 的 y 
距离 分 别 为 di M d, , Z APB=20, HEER KAOSA 
1) ,使 得 d,d; sin 9 二 A. 
(1) 证 明 动 点 P 的 轨迹 C 为 双 曲 线 , 并 求 出 C 的 方程 ; 
(2) 过 点 B 作 直 线 交 双 曲 线 C 的 右 支 于 M 、N 两 点 , 试 确 
定 ) 的 范围 ,使 5 六 . OÑ= 0, HPA O 〇 为 坐标 原点 . 














14. 


15. 


l 


Ty 





13. Peer wiy 且 与 直线 CR pg 其 中 p>0. 


(1) 求 动 圆 圆心 的 轨迹 C 的 方程 ; 

(2) 设 4, 了 是 轨迹 C Eje lB sa O 的 两 个 不 同 点 ,直线 OA 和 OB 的 倾斜 角 分 
别 为 a MB, ap 变化 且 a 十 8 为 定 值 9(0<9 过 x) 时 ,证 明 直 线 AB 恒 过 定点 ,并 
求 出 该 定点 的 坐标 ， 


已 知 粮 辆 于 十 次 二 1Ca 之 6>0) 的 左 ,有 焦点 分 别 是 Fi( 一 c,0) ,Fs(c,0),Q 是 


椭圆 外 的 动 点 ,满足 |FFQ| 二 24, 点 P 是 线段 F1Q 与 该 枉 圆 的 交点 ,点 工 在 线 
段 F,Q 上 ,并 且 满 足 


PT» TF, =0, | TF; 1 天 0 
(Dit r AA P 的 横 坐 标 ， WER | F, P pai 


(2) 求 点 工 的 轨迹 C 的 方程 

(3) 试问 : 在 点 工 的 轨迹 C 上 ,是 否 存在 点 M, 使 
AF, MF, 的 面积 S— P. 2 # fE RZF, MF: 的 正切 
[8 ;者 不 存在 ,请 说 明理 由 . 

如 图 ,P 是 抛物 线 C:y 一 万 zx? 上 一 点 ,直线 bD P H 


与 抛物 线 C 3 T 5 — sÀ Q. 

DEER ISIA P HURE B. RK Sk Et PQ PAM 
的 轨迹 方程 ; 

DAHR psy r 轴 交 于 点 3, 与 y 轴 区 于 


AT, RRIS Si+ Q L 918 fi fš M. 





. ne 设计 方案 如 图 :航天 谷 运 


行 ( 按 顺 时 针 方向 ) 的 轨迹 方程 为 过- 十 闪 一 1, 变 轨 ( 即 航天 器 运行 轨迹 由 栅 加 
变 为 抛物 线 ) 后 返回 的 轨迹 是 以 y 轴 对 称 轴 、M 
(o, ) 为 顶点 的 抛物 线 的 实 线 部 分 ,降落 点 为 D 


(8,0) ,观测 点 A(4,0)、B(6,0) 同 时 跟踪 航天 器 . 
(1) 求 航天 器 变 轨 后 的 运行 轨迹 所 在 的 曲线 方程 ; 
(2) 试 问 : 当 航天 器 在 过 轴 上 方 时 ,观测 点 4A ,也 测 得 
离 航 天 器 的 距离 分 别 为 多 少时 ,应 回 航天 器 发 出 恋 
HIES? 





i 
i 
j 

f 












实战 秘 修 十 七 答案 与 提示 
LB “和信 ABP 的 面积 为 定 值 ,AB HEK. A P AAB 的 距离 4 WEH AA P 
在 空间 运动 , 则 点 P 的 轨迹 是 :以 AB 为 轴线 ,以 d 为 半径 的 圆柱 面 , 此 圆柱 面 被 
平面 a 所 截 得 椭圆 ("AB 是 a 的 斜 线段 ) ,因此 点 了 的 轨迹 为 椭圆 . 故 选 B. 


2.B 连结 BC,AB, 取 AB PAX O. 
"PB|a,AC| PCHACSGa, “BCLAC...AABC H RA. 


XONAB 中 点 ， “.OC= AB XRM. 


.由 圆 的 定义 知 ,C 点 轨迹 是 一 个 圆 ,但 要 去 掉 两 个 点 A.P 
3.D 作 PF | 平面 BCD,PELAB, 昌 PF=EP, 连 结 BF 
延长 交 CD + M, 
^. Z ABP= Z PBM. 
由 点 P 与 BM 确定 一 个 平面 PBM. 
… 平 面 ABC 与 平面 BPM 有 公共 点 B,P， 
,BP 平面 ABC 门 平面 BPM. 
“PF | 平面 BCD， 
.平面 BPM | 平面 BCM. 
在 BP 上任 取 一 点 Q;, 作 QG| 平面 BCD,QH1| AB, 则 GE BM, R. QG= QH. 
点 也 的 轨迹 应 是 一 条 线段 . 
又 “点 P #| BC 的 距离 大 于 了 到 平面 BCD 的 距离 ，“ 选 DD. 
4,18x —3y—1=0 利用 定 比 分 点 公式 用 代入 法 即 可 求 得 . 
人 
“OF . OA=(x,y) * (1,2)=z+2y=A4. 
6. 填 @@ O4 A0 m, |PAI— IPB] 一 AP 的 轨迹 为 双 曲 线 的 一 支 或 一 条 射线 
(k 二 AB) ,所 以 命题 为 假 ; : 
OP 的 轨迹 为 圆 , 所 以 命题 也 为 假 ; 


@@ 两 根 分 别 为 2 和 于 ,所 以 命题 为 真 


因为 双 曲 线 的 实 轴 和 椭圆 的 长 轴 均 为 xz 轴 , 且 25 十 9 二 34,35 一 1 二 34; 所 以 命 


BAR. 
7. t — 4y =1 设 Miry)» j| P(2z,2y). "P 点 在 双 曲 线 上 ， 





2 
SD 2 =1, 即 z: — 4y = 1. 

















8. 设 CCE, y), AI ICA|—- |CB| | =2. 
根据 双 曲 线 的 定义 ,可 知 点 C WAER 一 号 一 1 
由 2a=2,2e= |AB| =2./3,88 at=1,5 =2, 

WR C 的 轨迹 方程 是 :z ?一世 -二 1. 


KAZ 2-2 =] 和 y=r—2.,3⁄o⁄Ó 288 z 4z—6=0. 
“A>0, .直线 与 双 曲 线 有 两 个 交点 . 
ë D(z, ,y:)  E(z: ,y: ) N| z, jz; = —4,zí z; = — 6. 
WIDE, = V(x 一 x) 二 + (y, — yz): 
= 2 (=>, + z; ) —4 zz; = 45 
.(1) 证 法 一 ;由 题 设 AF, | F, F, 及 F, (—c,0),F,(c,0), 不妨 设 点 Al(c,y), 其 中 y 
>0, 
— b° 


由 于 点 A EM E.S L= 1 Be L X =1. 


1O 





解 得 y 二 所 ,从 而 得 到 AC. 


直线 AF 的 方程 为 > 一 万 ato) ,整理 得 x 一 2acy 十 Bc 二 0. 


bc 


由 题 设 , 原 点 0 到 直线 AF, WERI- OF 1, 即 入 一 二 和 i 二， 


将 =a e 代 人 上 式 并 化 简 得 叶 一 2 , 即 a 一 V22 
证 法 二 : 同 证 法 一 ,得 到 点 A 的 坐标 为 (c, P), 


XLA O EOB L AFE JJ B, 易 知人 Fi1BOWHAFF;A， 
[BO _ [FA 


IOF | IRAV 
由 椭圆 定义 得 |AF' | 十 |AF;, | =2a, 


= yl _IFEAi LIFA] 





解 得 |F,A| 一 地: 而 |FiAl = 分 ,得 分 一 全 , 即 a=./2b. 
(2)( 理 ) 解 法 一 : 设 点 D 的 坐标 为 (zo ,yo)， 
当 mw 天 0 时 ,由 OD 1 QQ, AER QQ 的 斜率 为 一 ,所 以 直线 QQ: 的 方程 





为 y= (rz) + i 






| š 
Tü Tü 
或 y=krtm H k m m= yo 


点 Q; (>, TORATE ,ys) 的 坐标 满足 方程 组 
y=Ezrz+m, OD 
rz +y =b. @ 
将 中 式 代 人 回 式 ,得 z: +2(kz=+m) = 2b', 
整理 ,得 (1 十 2k:)zx? 十 4kmz 十 2m: 一 2 太一 0， 


4k 2m’ — 2° 
Tentas- pane FA 


@ 


HDA 多 1 Ys 一 (RXi 十 m) (kx; + m) = ° zi Xs + kmz + r) + m? =k < 


2m — 2b° —4km | : _ m —2b' k: 
|o bs Esr SS 1 二 3 时 ` 





m — 2 — 2b B° 


3 
由 OQ, LOQ: 知 z +y y =0 HORMORRA Fap 


=2b (1+ Ë). 
' PA 
将 k= 一 m= 十 交代 人 上 式 ,整理 得 zo 二 yo = = b. 
Ü 0 


当 y| = 0 时 ,直线 Q, Q. 的 方程 为 r= r, M Q (z: sy) + Q, (z; ,yz ) 的 坐标 满足 方 


í Tos 


得 组 | +2y: =2. 


E — za" 
所 以 ti X: Tu „yz = + — 


H OQ, LOQ: 知 zi za tyi yz = 0, 
即 zo 一 2 下 一 加 -一 0, 解 得 r= h. 


1 _ 2 713 
Xa D 的 坐标 仍 满足 To tyo = : 


综 上 ,点 D WORN Ty = TP. 


解法 二 ; 设 点 D 的 坐标 为 (zo, mm), 直 线 OD 的 方程 为 yz — z y= 0, H OD L 
Q, Q: EEN D,n HI Ë 21 Q. Q; 的 方程 为 To 十 加 9 一 2 十 3 
记 m= zo? + y ° (显然 m= 0), 点 Q, (Xl y) Q, (Ts Y2) 的 举 标 满足 方程 


Zo z+ yy m, 
x 二 +2y =2P. 
ADRI y, y=m— xz. 
HIOA yo +2y y = 2yo b°. 
W QÉ Ë A GQ) 3848 yor +2(m— rr) =2y b, 
整理 得 (2zo2: +y) —4mrort 2m — 2b y =0, 


D 
© 


@ 


= 0, 3m" 


D 
@ 

















于 是 z, nat, @ 
由 中 式 得 tyt Dm yr Y. © 
HOR r r tn y San b. D 
HORRADORI Cmn- yy +2x| y = 2r b, 
HOn Hy y — myyt m — 2b zr S0, 
于 是 yy = no @ 


H OQ, | OQ A rir: + yy: = O, HORMORRA M ZA + 


m° — 2b r” 
2 >. ° +y” 


将 m= z+ +y? 代入 上 式 ,得 rty = h. 


= 0 ,3m — 26 (z "° + y) =0. 


所 以 点 D WIENER z: + = E. 


10, 设 OM= (z,y),OA=(0,a)(a<0),OQ= (b,0) (5 二 0), 则 
— — 
PA= (3 a)  AQ= (b, — a). 


XPA - AQ=0, 
"a = 3b, T 
又 “QM= (z—b,y), AQ= (b, —a) ,QM 一 2 AQ, 
r= 30， 

| y=— ża. © 

由 四 加 得 y —=4z(z>=:0,y2>0) A PRIE y É. 
11.10488 LA 了 轴 , 则 点 书 为 (0,0)1 

DE IAr 轴 , 设 直线 i: 二 my 一 2, 并 设 点 4,B,M,P 的 坐标 分 别 是 
Ala syi) Blrs s y2) ,M(mo syo) P(z, y). 
联 立 Apk ,消去 得 Cm? 十 2)y —Amy+ 2=0. © 
“直线 SRRA ATARIA., 


A= (— im) —8(m +2)> 0, Bf &(m°—2)>0, m > 2. 
由 OP=OA 十 OB 及 方程 得 


_ 4m 
y= y Ty: ma 


r= x, Hr: = (my: —2) timy: -D= r 






_ 4m 
> m:+2 
由 于 mAN HR 1! SWAARD ,将 上 面 方程 组 两 式 相 除 ,得 
m= 一 型 ,再 将 m 二 一 并 代入 到 方程 + 一 一 二 3 整理 得 
T+2y 4r=0 (—2<x<0). 


综 上 ,点 了 的 轨迹 方程 为 zx? 十 2y: 十 4T 二 0( 一 2<<Z<0)， 
(DOH L z 轴 时 ,A,B 分 别 是 椭圆 长 轴 的 两 个 端点 , 则 点 M 在 原点 O AÈ. 


. _ _ . IMD] _ 
^ |MD|=2,|MA]| =42. "`" | MA v2. 
O4 Ar 轴 时 , 仍 设 直线 L: r= my— 2. 


zty Z 2m 
由 方程 中 得 Jy 9 ET 


2 
`. |IMD| = Vitm 六 一 如 | 一 /1+m 2m, 
S IMAL = /TEmFly — y: |= VIFT 22. 
_ V2» Vm —2 
= /1+m: kar = i: 


x | \ a 
EEL 
即 | I 














IMA| /mi—2 
m° 
2 š 2 
g m>2, n-eo). J /Jl-S60,1. 
nt m 


. MD} MD] _ 


12. 解法 一 :(1) 在 八 PAB 中 ， |AB| = 2, Wj De S" +d’ — 2d; d; cos20, 4 = (d, a 
d)? +4d, disin? 0, B| di —d,| = VA ididisintg=2 V1 一 4<2( 常 数 )， 
— 
点 忆 的 轨迹 C 是 以 A、B 为 焦点 , 实 轴 长 2a = 2 VI 一 4 的 双 曲 线 ,方程 为 -一 一 


+ 
4 i; 
(2) 设 M(rx, » Yl ) , N( x; + Ye ) * 


y- +à) —1=0=>4A= = 


1 一 
因为 0 过 4 过 1, 所 以 "= 

















O“ MN 不 垂直 于 xz 轴 时 , 设 MN 的 方程 为 y 二 k(x 一 1). 





a= Ei =], 
"= A “得 一 一 JE]z 十 20 一 Dz 一 (1 一 和 DE 十 4) 二 0， 


y=k(x—1), 
由 题 意 知 [4 一 (1 一 Ak | 关 0, 所 以 xz, + x=; = 
(A +a) 
1 一 (1 一 2 ' 


于 是 =k’ (x —1)(+> ss £ 1 
Wi | i =. 


因为 OM .ON=0, 且 M.N amats 


ACI — à) 





k= 





EEN ir 


解法 二 :(1) 同 解法 一 . 


一 2 (1— A) 
A—(1—A)k 


Tı T> +> y: = 0 
T T x >0 
A| o > 0 


A(1—A) 、 
十) 一 1 
W -| Pp ss l a< AOO AEH, 


(2) 设 Maz YI ) NCT: y2) :MN 的 中 点 为 Etxo s Vo J; 


À 


中 当 r =z |=1 时 ， IMB| 一 这 一) 一 1 全 人 十 A 一 1 二 0， 


因为 0<à)<1,BF D Č, 


zi _ y 
I1—A À 

Ol zz N. =k =. ,多 
Ty y: _ lA x 





X kun =ke =- T 所 以 (1 —À) yo = À x° — Az. 


由 MON= + 48 Ti + y: 二 (一 一 一 LN 
= IMN] = ata — ża 
EESE ELAI mas y 








1 
= ( ⁄1 A) =. 
ps Ep 
所 以 (1 一 jy 一 Ar —2(1—A)z, +(1—4A)°. 
(1—A) 一 人 | 和 
于 是 由 | Yo To To 


=A 


2 一 3 i 


得 == S= a; .因为 >l, 2) 





U 0<àA<1 miat 由 DOj l< < 


一 re? 十 (1 一 2) 一 2zo， 


(1 — À)y =A "° —2(1— Vrti +—+(1—4):, 


2 


3 ' 


z sl 







13. (1) 如 图 , 设 M 为 动 圆 圆心 ,点 (去 ,0) 记 为 F REA M 
作 直线 二 一 的 垂 线 , 垂 足 为 N. 
由 题 意 知 ” |MF|=|MN|， 
即 动 点 M 到 定点 下 与 定 直线 z 一 一 去 的 距离 相等 ,由 抽 
物 线 定义 知 ; 
点 M 的 轨迹 为 抛物 线 , 其 中 F( ,0 ) 为 焦点 ,+ 一 一 避 为 准 线 ,所 以 轨迹 方程 为 
y=2prtp>0), 
(2) 如 图 , 设 ACz. 3.) Birs y) HEI z) >= x; (否则 a 十 8 二 =z) E. z+ sz: 2 0. 
所 以 直线 AB 的 斜率 存在 , 设 其 方程 为 y 二 kr 下. 
显然 a= p ses, 
将 y=kz+b 5 y 二 2px 联 立 消去 工 ， 得 

ky —2py t 2pb=0. 
由 韦 达 定理 知 


z bb 
yi t=, y š y= (*) 


1 35 0= h, Rp a+8= > hb, 
tana " tanf= 1, 


s a s, 
41 12 


yi ye — 
4 p° 

e. yY? =4p°. 
由 (x Ra ap, .b=2pk. 
因此 直线 AB 的 方程 可 表示 为 

y=kxrt2pk, 
即 k(z--2p) — y= 0. 
“直线 AB 恒 过 定点 (一 22,0)， 


2 当 0 夫 人 时 ,由 a 十 8 一 0, 得 


“TX A y2 = Ü, yy: = 0, 


tana + 














| — 2122 1 一 2 2p 


A| 12 Yi 2 
_ 2p(y ty) 
yi: — 4 p° | 
将 (x ) 式 代 人 上 式 整理 化 简 ,得 


= êp 
` h= 2 
sD =P y T 2 bk. 
此 时 ,直线 AB 的 方程 可 表示 为 


y=kz+ Ê +2pk, 
— _ pb 
即 (x2p) [y J 0. 
.直线 AB tiba s ( —2p, 25). 
由 1.2° 81.4 0= TB. B AB 恒 过 定点 (一 2p,0); 当 0 时 ,直线 AB fs 
2 
daal,- i). 
14. (1) 证 法 一 ” 设 点 卫 的 坐标 为 (z,y). 由 了 (zyy) 在 椭圆 


上 ,得 
IF, P| =a Cy 


bš 
=A | (r+ c)° + b° -aT 
c 
=A | (a+r) . 


由 z 宇 = 二 a; 知 a+—z2Z:—c+a>0, 





MALF P| =a +=. 

— 一 一 和 
证 法 二 BA P 的 坐标 为 (zx,y). 记 |FiP|=ni,|FsP|=rj， 
| ri 一 (zz 十 c) 二 = V(r—e) +y. 


H r, +r,=2?a,ri r = 4cz,#Ë 


` C 
|F P| =r tatr. 








证 法 三 设 点 了 的 坐标 为 (z,y). 
精 贺 的 左 准 线 方程 为 z 十 全 一 0 
FP _ c 


由 椭圆 第 二 定义 得 一 q 
|z 十 一 | 


s 


F b i=“ z+? |= a+ 
B |F: P| =z lrt | lata]. 
H r=— a, H a+—z2—c+a>0, 


所 以 [FiP|=a+ x. 

(2) 解 法 一 “” 设 点 工 的 坐标 为 (z,y)。 

当 |P 人 |=0 时 ,点 (a,0) 和 点 (一 a,0) 在 轨迹 上 . 
当 |P 他 | 关 0 H|TF,|Æ0 时 ， 
HPT.TF;=0,8PT LTF; 
LPO=PF, , 所 以 T HRB FQ 的 中 点 . 

在 AQF; F, 中 ,G 计 = 二 1FiQl 一 a， 

所 以 有 z+ y =aš°. 
综 上 所 述 , 点 工 的 轨迹 C WJ y 8 ty = a°. 
REZ BA THERN Ey). 

当 |PT|=0 时 ,点 (a,0) 和 点 (一 a,0) 在 轨迹 上 . 
t | PT|Z0, HTF: #0 时 ， 

HPT- TF, =0,44PT_LTF;. 
XPO =| PFM T ARE F,Q RHA. 
设 点 Q 的 坐标 为 (z ,y )， 


et 
则 
(a 
r =2z=—c, 
"N ; = 2y. 
h |F,Q| = 2a, 得 


(=Z +c): 十 y 2 一 4a 
将 中 代 回 ,可 得 z+ y =a. 
综 上 所 述 , 点 工 的 轨迹 C 的 方程 是 x ty = a°. 





(3) 解 法 一 C 上 存在 点 M(xz , y ) tE S= 的 充 要 条 件 是 





xo Ty =a, (Z 
l 
> * ely | =p. @ 


由 @ 得 |y |<a, 由 @ 得 |% | = #. 


338 所 以 , 当 a >Ë Rt FEREN M, 使 $== 矿 ; 当 a< 生 时 ,不 存在 满足 条 件 的 点 M. 


当 a>}, [MF |= (—c— o ,— yod MF: = (c z + yo), 
由 MF, ° MF: =n —¿ +y =a 一 上 一 六 ， 
— — > 3ƏP—Q— — 
MF, w MF, = MF. | | | MF; ceos- F, MF; , 
L 
S= MF, | " IMF; |sinZ F, MF, =b, 


得 tan F, MF, =2. 
解法 二 C 上 存在 点 M(zoyy) 使 S=b' 的 充 要 条 件 是 
Z jy =a, D 
l: * 2ely | =P. @ 
H> | =. 
将 上 式 代入 @@ 得 


Iy = a° = (— É) l FS ) >o. 


£ 


TE, a> HEA M, 使 S— 5 a< t RETER EREA M. 








b° i _ Oo y _ _ y 
4 a> iE h Skr = h Skr =, 
H | Fi F: | <2a, %8 Z F, MF; <90° ,所 以 


tan Fi MF, = kı— k 


1 +k, Ë; 


-ih 
— 








15. (1) 设 p(x ,4) QC) REREH z20,y20,y 20, y=—-z A y =z 
“过 点 了 的 切线 的 斜率 人 Ap 一 加 


.直线 1 的 斜率 hi 一 一 记 一 一 二 


11 


.直线 ! 的 方程 为 y 一 本 ma =-= ) , 即 


= 
y “s l z T I 山 












Ri- RIDH yhe ME yr taa 
M 是 P,Q 中 点 , 设 May) 


则 


ME 二 1 得 =r Ht) 
ü 


LM 08k r y= +z l(z20) 


— Í T 
解法 二 出 yoy n 3 一 本 Te | To 一 =Z: E 


y: 2 == 一 可 = 可 (zi + xa) Cxi — z+) = zo (zY — za ) 


Lara 
将 上 式 代入 @ 得 y=(-7) Hga 十 1 
消去 Zz ;整理 得 yo =r’ +7 l(zz0) 


nM BIESEN y= # +;-+1(zZ0) 


(2) 设 直线 1,y=kz+ b, KW A0, b0. W TO, 
六 分 别 过 P,Q E PP” L z Sh, QQ 上 y 轴 , 垂 足 分 别 
H PQ ,如 图 所 示 . 则 





ISTI ,1ST| _ JOT] | 1OT| _ |b! L lèl 
ISP| |SQI IPPT iai s 32 
== 
a 2 j+ r y 2R byt =0 @ 
y=krtb 
人 
* y = Ë 
解法 一 
+ (二 + 二 ) 之 16 i ——=2 


. ISTI , IST] s 
n TSP t eg HRANE, +o) 


















解法 二 
„ISTI ，1ST| jp a HEI ipj , 202 +b 
“ispi isa el yy “le 


ISTI ISTI, , 2? +b) _ 2k 


z š 
š gee Wy ,STL IST. i 
"JECA KARKR 

“A=4Ck H I R +2 

ISTI ST] 2(—2b+b) 3 


"Tsp t802 —5 


. |ST| ， IST] ' u 


16. (D88803 y=a + S REETA, Oa + 64 + 52. 
l 


a= —— 


> 
ARDEN y= Tr +Š. 
(2) B F 3, H C(z, y) ,根据 题 意 可 知 


+2>2 





P h b: > as 2b 


得 4 光一 7y 一 36 一 0， 

3 一 4 或 ?一 一 工 不 合 题 意 , 舍 去 

..y=4 

得 r=6 sk >= —6( K 6 k, p) 

CC 成 的 坐标 为 (6 ,4) 

|AC| =2 ./5,| BC| =4. 

“ 当 观 测 点 A. B 测 得 AC ,BC 距离 分 别 为 2V5 ,4 
时 ,应 向 航天 器 发 出 变 轨 指 令 . 











最 值 与 极 值 是 两 个 不 同 的 概念 ,最 值 是 在 函数 全 定义 域 上 的 ,而 极 值 则 是 局 部 
性 的 这 类 问题 既是 高 中 数学 中 的 难点 问题 ,又 是 高 考 中 的 热点 问题 .最 ( 极 ) 值 问题 
几乎 涉及 高 中 数学 的 每 一 个 分 支 ,加 之 又 常常 有 附加 条 件 限 制 和 与 实际 应 用 问题 联 
系 在 一 起 ,更 增加 了 它 的 难度 系数 . 正 因 为 这 类 问题 知识 覆盖 面 宽 ,综合 性 强 、 解 是 
方法 灵活 , 倍 受命 题 者 青睐 ,被 编 拟 出 五 花 八 门 的 综合 题 来 " 考 基础 , 考 能 力 . 因 此， 
我 们 应 该 较 好 地 掌握 其 常用 的 解 题 方 法 和 解 题 技巧: 


一 、 配 方法 











解 题 秘 言 :涉及 一 次 函数 时 , 求 最 值 问题 ,通常 运用 配方 法 求 出 二 次 函数 的 顶 
点 ,从 而 得 到 最 值 
WD coos £ z X 52 m ，T19)4A, 了 两 个 投资 项 目的 利 油 率 分 别 为 随机 


变量 X, 和 X, ,根据 市 场 分 析 ,X 和 X, 的 分 布 列 分 别 为 


(ID# A,B 两 个 项 目 上 各 投资 100 万 元 ,Yi 和 Ys 分 别 表示 投资 项 目 A 和 8B 
所 获得 的 利润 , 求 方 差 DY ,DY;; 

(DH z(0 过 x 之 100) 万 元 投资 A 项目 ,100 一 x 万 元 投资 B 项 目 ; f(z) 表示 投 
资 A 项 目 所 得 利润 的 方差 与 投资 B WA Br Al 34 BJ J; 2 BJ 0. R f(z) 的 最 小 值 ， 
并 指出 z 为 何 值 时 ,f(z) 取 到 最 小 值 . ( 注 : DaX +b) =a° DX) 

【规范 解析 】 OHARTA Y, 和 YY 的 分 布 列 分 别 为 











=5X0.8+10X0.2=6, 
DY, =(5—6)*X0.8+ (10—6)’ X0.2=4, 
EY,=2X0.2+8X0,5+12X0.3=8, 
DY,=(2—8)2X0.2-+ (8—8)!: X0.5+ (12—8)2 X 0. 3=12. 


(fz)=D (EY )+p(19=y,) 


人 1001 100 


人 DY, + (19) py 


K +3(100— z)š ] 





== —(4z:—600z=+3X100) 


= (z— 75) +3. 


600 _ f 
当 Z 一 7X4 一 全 B. f(z)=3 3) K 48 , 





M, 最 小 值 为 m, Tr 的 值 为 《 
l 1 J2 V3 
A. r. ËB. > (C. > D. p 


【规范 解析 】 AE AAR A rl Asars], 
“y= /1—<z+ /z+3>0, 

sy =H /(1—z)(z=+3)=4+2 VY 一 (zt 十 1): 十 4， 
当 工 一 一 ] H , yha 8, 2. ya 22, 

当 Zz 二 1 或 一 3 BF, yta = 4, es yaa 二 2， 








82 (2008 £-£ K 5 A TOCARA y= /1—r+ Vz 十 3 的 最 大 值 为 


) 


LE] (2008 33 È 3 . T17) E Af m= (sinA, cosA), n= (V3， 


=T) ,Hm n=1, H. A 为 锐角 . 
CDRA A 的 大 小 ; 
CDR AA f(x)= 二 cos2x 十 4cosAsinr(XE R) HJA i. 
【规范 解析 】 (1) 由 题 意 得 m. na=V/3sinA—cosA=1, 


l 


i TT = 1 一 开 = 
2sin(A g? l sinl A 6) > ' 








二 = 
6 m 


3 





所 以 F(z) 一 cos2z 十 2sinz 一 1 一 2sin z+ sinz 

. 1 525 3 
=—2(sinz=—— ) l: 
因为 工 ER, 所 以 sinzE[L 一 1,1j, 因 此， 
š sinr= H, ADARKA. 
当 sinz 一 一 1 时 ,Frz) 有 最 小 值 一 3， 
fff vÀ PF 2. sh 3k fonal 一 3, | 

二 、 函 数 单 调 性 法 


解 题 秘 言 ,根据 函数 在 其 各 自 的 定义 区 间 上 的 单调 性 来 探求 函数 的 最 值 是 一 种 
最 常用 的 基本 方法 ， 
MD 2007 FAARF I TOR a>, KA S= log 在 区 间 [4,20] 


上 的 最 大 值 与 最 小 值 之 差 为 去 , 则 4 等 于 … ( 


A. /2 B. 2 C. 242 D. 4 
【规范 解析 】 4 a>l H, AR f(z=)=log,r 在 区 ila, 2a] t AH 8 3k , f C2a) 


一 Ka) 一 本 , 解 之 ,得 a 一 4 
【答案 】 D 
D 议 。 为 实数 ,函数 /(z) 一 < 十 |z 一 ej 十 1,zERR. 求 f(z) 的 最 小 值 
【 解 】 (og ra 时 ， 
f= laat (2-4) +(a+—). 





# a< W fGyfe(—so,a] E BM tii , 
f(z)a = fla) mat +l1; 


#a>l aW f(D 在 (一 <, 十] 上 递 中 ,在 | 诗 ,a ] 上 递增 ,此 时 


fay = f(+)= T +a. 














fay=z#+G—a+1=[z++) (2-a). 
E acA, f(z) 在 | a, 一 十 | 上 递减 ,在 | 一 二 ,十 co ) 上 递增 ,此 时 ， 
Faf) a; 
车 a 之 一 万 , 则 f(z) 在 [a, 十 oo) 上 递增 ,此 时 ， 
fda = f(a)=at +1. 
l 


3 
1 ala% 7 ) 


综合 (1),(2) 可 知 ， f(z) wn = oz 十 (al 福子 ) 


> 


【 解 后 感言 】 这 里 是 根据 二 次 函数 在 对 称 轴 的 两 边 的 单调 函数 来 解 题 的 ,其 中 


T tata> 


对 所 含 套 数 a 的 讨论 要 注意 理解 掌握 . 


全 每 设 函数 f(z) 一 logs (z —4mz + 4mt 十 加 十 一 一) ,其 中 六 为 实数 , 记 





集合 M= (m|m>1);. 


(IER: 4 mC M 时 ,f(z) 对 所 有 实数 工 都 有 音义, 反之, 如果 f(z) 对 所 有 实 


数 + 都 有 意义 „H| mE M; 





([) 当 mEM 时 , 求 f(x) 的 最 小 值 , 
( 工 ) 证 明 : 令 g(z) = zt —4mz + 4m +m+——, B 
g) =(z—2m)' +m+—. 


3: mE M, i m>1,g(z)2m+—— >o, 


. f(z)= log, g(x) 对 所 有 实数 z AEN. 
反之 ,大 Frz) 对 所 有 实数 工 有 意义 , 则 对 所 有 实数 z, mA e (z) 0. 特 列 


RHB ,g(2m)>-0. 





m+ 一 >0， mmm tl. 


注意 到 m° —m+1=(m—' +>, 
š. m—1>0, RBI m 1. ji m C M. 






CDER] `" € MBI, m>1 ,g (7) m+ —, 
f(z) =log,g(z)2log, Í m+— ) 
u; sdi 说 一 下 和 


°. z—2m B, fC) = log [m+ — )- 


【 解 后 感言 】 ZO H)FR 2483 2 AA HAN. 对 于 复合 函数 ,如 果 
y= f(u)3e u= g (=) i 3: 48k 3B F) , 3 Z y 二 [g(x) ] t 58 AM; 
如 果 y= fW) fo u= glx) th $H, AP A y= figo] 8 a. 


三 ,不 等 式 法 
——f°:f9:P 
解 题 秘 言 : 主 要 是 运用 均值 不 等 式 和 柯 西 不 等 式 求 最 值 ， 
8 (2008 年 江苏 高 考 。T11) 设 z,y,z 为 正 实数 ,满足 zx 一 2y 十 3z 一 0, 则 











一 的 最 小 值 是 


元 2 十 日 zc + 6zz ~ 
——— — 
irz 


【规范 解析 】 由 工 一 2y 十 3z 一 0 得 Er R Aa 


下 全 得 轩 小 汪 全 有 
irg 


4 Bg 3 r=3r 时 取 " 一 ， 
【答案 】 3 
Hi (2008 年 全 国 工 高 考 理 。T17) 设 AABC 的 内 角 A,B,C 所 对 的 边 长 


3, 


分 别 a,b,c, H. acos B— bcosA= =. 


(CIOÈ tan Acot B 的 值 ; 
(IT) 若 tan(A 一 B) 的 最 大 值 ， 


【规范 解析 】 解 :人 1) 根据 acosB—bcosA= c 以 及 正弦 定理 ， 
可 得 sinAcosB—sinBeosA= 卫 sinC 一 证 sin(A+B) , 
sinåcosB— sinBcosA 一 全 sinhcosB 十 二 coshsinB， 


因此 ， H- sinAcosB 一 —cosAsinB ,tanAcotB= 4. 


tanA— tanB 


(2)tan(A— B) A r` tanÀA= zx, 








Sr -Z 
则 cotB= Pa ,tanB 4 * 


_ pn. = tanA 一 tanB _ ” 4 3x 
B| tanl A— B) = F tanAtanB a aa 
i+ zr» + 
` tanA ,cotB 不 可 能 同时 取 负 ,因此 tan4 二 0, 即 z—0. 
故 un(a—-Bp)=——<— 
Ban 4 
r 一 = ~ 


4r, z=2 时 取 等 号 ， 


即 当 tanA 一 2,tanB 一 二 时 ,tan(A 一 B) 取 最 大 值 , 为 了 





全 等 (2008 年 湖北 高 考 文 。T19) 如 图 ,要 设计 一 


张 矩 形 广告 ,该 广告 含有 大 小 相等 的 左右 两 个 矩形 栏目 ( 即 
图 中 阴影 部 分 ) ,这 两 栏 的 面积 之 和 为 18 000 cm ,四 周至 
白 的 宽度 为 10 cm, 两 栏 之 间 的 中 缝 空 日 的 宽度 为 5 cm, E 
样 确定 广告 的 高 与 宽 的 尺寸 (单位 :cm) ,能 使 矩形 广告 面积 





最 小 ? 
【思路 探索 】 本 题解 决 的 关键 是 引入 变量 ,建立 变量 之 间 的 关系 . 
【规范 解析 】 方法 一 : 设 答 形 栏目 的 高 为 a cm, EA b cem, A) ab=9 000 D 


广告 的 高 为 ae 十 20, 宽 为 25 十 25, 其 中 w>0,5 一 0， 
广告 的 面积 S 一 (a 十 20)(28 十 25) 

= 2abt40b+25a +500 

一 18 500+ 25a +40b 

—=18 500+2 v25a * 40b 

=18 500+2 ,/1 000ab= 24 500. 


X B g 3 25a=40b 时 等 号 成 立 , 此 时 b=>a RADAN 4 二 120, 从 而 二 75， 


即 当 a—120,b=75 时 ,9 取得 最 小 值 24 500, 
故 广 告 的 高 为 140 cm, 宽 为 175 cm 时 ,可 使 广告 的 面积 最 小 . 
方法 二 : 设 广告 的 高 和 宽 分 别 为 Xx cm,y cm; 则 每 栏 的 高 和 宽 分 别 为 工 一 20， 


2 一 一 ,其 中 ariig 








两 栏 面积 之 和 为 2(z—20)2— = 18 000, 





- = 


由 此 得 y= 0 十 25， 





15 2 25) 





广告 的 面积 S 一 TY 一 二 





十 257， 


— pr 


整理 得 S 二 一 一 一 十 25(x 一 20) 十 18 500, 


因为 t—20>0, 


所 以 SS Je X25(z 一 20) +18 500=24 500, 


TEELE 9 人 一 25(x 一 20) 时 等 号 成 立 ， 
此 时 有 (一 20)2 一 14 400(z—>220), 
解 得 xz 一 140, 代 入 y 一 二 30 十 25 :得 y 一 175， 


PP% z 一 140,y 一 175 时 ,S 取得 最 小 值 24 500, 
故 当 广告 的 高 为 140 cm, ÆA 175 cm 时 ,可 使 广告 的 面积 最 小 . 


四 、 三 角 函 数 法 


n n 
解 题 秘 言 :三 角 函 数 法 主要 是 利用 三 角 函 数 的 有 界 性 ,或 利用 三 角 代 换 来 求 


最 值 . 
m (2008 年 天 津 高 考 文 *，T17) 已 知 国 数 f(x) = 9c0s :wr 2sinwrcoswx 





+1CzER,o>0) 的 最 小 正 周期 是 >. 


CDR w 的 值 ; 
(2) 求 函数 f(z) 的 最 大 值 ,并 且 求 使 f(z) 取 得 最 大 值 的 z 的 集合 . 


【规范 解析 】 (1) f(z) 二 2 1 一 co-ez L Sin2wrt 1 
=sin2wz cos2wr 2 

一 V2 (sin2wxcos 十 十 cos2wzsin T ) 十 2 
=VZsin(2wz+ 到 ) +2. 

EERI, /zz) 的 最 小 正 周期 是 王 ,可 得 5 一 于， 
所 以 中 一 2. 











(2) 由 (1) 知 , f(z) 一 V2sin(4z 十 十 ) 十 2， 
当 iet a m r= +€ 28, 


sin(4z 十 十 ) 取 得 最 大 什 l; 


所 以 函数 F(z) 的 最 大 值 是 2 十 Y2， 
此 时 r ARAA eles EHTE). 
【 解 后 感言 】 在 函数 fO) 变形 时 ,最 终 把 它 化 为 ?一 Asin(wr 十 9) 的 形式 ,这 


是 求 三 角 通 数 最 值 的 基本 方法 . 


@| kas. + Bl 


[R] — z=sin0(0<]|0| <) , 则 


2 十 sing , 1— cos _ 2sing sing _ a, 1 十 sing 
Y> ”1 十 cosg ea 1 二 ceos8 1 二 cosg 1 +cos 














(sin L teos 全 o 
=. — = (lt tn —- >°, 
2cos° 一 2 
2 
ed ea A asi 
a 
e 0= y=4 且 .yÆl. max — Ym = 0. 
【 解 后 感言 】 对 于 根 式 V1 一 zx ,联想 到 公式 sin'0+ cos°0= 1. 可 以 令 r= sin0 


UES ) (也 可 以 令 += cos0) 4k, Ja =. A AA RR RAE. 





WD 已 知 实数 z,y 满 足 (z 一 y)* 十 y=16, 求 2z 十 3y 的 最 值 , 


【 解 】 由 已 知 等 式 , 令 r— y= 4cosh, y= 4sind, HEP 0<0<2x, J 

27r: 二 3y: =2(4cos0+ 4sin0)° +-3(4sin0)° 

= 32+ 64sin0cos0+ 48sin° 0 

一 32 十 32sin20 十 24(1 一 cos20) 

=8(4sin20— 3cos20) 十 56. 

* |4sin20—3cos20| < 4 十 (一 3) 一 5， 

s 6&2 + 3° =<96. 

"(222 43y wns —96,(222 +3y2), = 16 

【 解 后 感言 】 这 里 利用 题 设 的 平方 和 为 常数 作 三 角 代 换 ,化 难为 易 . 三 角 不 等 


式 Asinz 十 Beoszrs VA HB 常用 来 解答 关于 三 角 最 值 的 问题 . 





. a ... a" n'al 






合生 peer 1 和 直线 44z 十 5y 一 40 一 0 . 求 类 加 上 的 点 到 直线 


I 的 最 大 .最 小 距离 . 
【 解 】 设 椭圆 的 参数 方程 为 
N“ i m s. 
y= 4sina 
则 椭圆 上 任 一 点 P(5cosa,4sina) 到 /的 距离 
_ 14X5cosa 十 5X4sina 一 40| 
SJES 
_ 201sina 十 cosa 一 2 | 


vil 
= Vasin(a 十 于 ) 一 2| 


"a= rapa = LT OND ,得 最 近 点 P 的 坐标 为 (也 VZ,2y3); 当 ea 一 下 时 ， 


a = 20 Yl OHD ,得 最 远 点 P 的 坐标 为 (一 也 3, 一 2Y2)， 


RERE] 涉及 国 和 杭 圆 的 最 值 问题 ,和 用 参数 方程 化 归 为 三 角 函 数 的 最 值 
问题 是 一 种 常见 和 有 效 的 解 题 方法 . 


3. . 导数 法 


nepotism treet 


解 题 秘 言 ,导数 是 求 函数 极 ( 最 ) 值 的 最 有 效 , 最 常用 的 一 种 方法 ,特别 是 在 近 两 
年 的 高 考试 题 中 出 题 率 极 高 . 


WD (2008 年 辽宁 高 考 理 。T22) 设 函数 fa) =E -hrt na). 


(1) 求 f(x) 的 单调 区 间 和 极 值 ; 

(2) 是 否 存在 实数 a, 使 得 关于 的 不 等 式 fx) 之 a 的 解 集 为 (0, +20)? H 
在 , 求 a 的 取 值 范围 ;车 不 存在 , 试 说 明理 由 . 

【规范 解析 】 (Wf DA + 

& 35 rE (0,11), fr (z)>0, 

当 rE, +o), f (z)<0, 

所 以 FCz) 在 (0,1) 单 调 递增 ， 

在 (1 ,十 ce) 单调 递减 ， 

f(x) 在 (0, 十 oo) 的 极 大 值 为 fF(1) 二 In2, 没 有 极 小 值 








(2) 23 a=0 时 ， 


_ (1+xz)]n(1+z)—z]n<z 
由 于 fy Ca = ] 十 二 


_ In(1+ z) +x[]ln(1+z)—Inz |] sü 
Irr 


Í X + + 5 R 3E [r)a 的 解 集 为 (0, 十 co). 
@)3 a>0 时 ,由 f= EE 十 ln(1 十 二 ) 
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知 f) = hat ) ,其 中 元 为 正 整 数 ， 


d 
且 有 hnd rs) < 


Sz <et — 16n > — log; (ez — 1). 


Inž" nln2 nln2 21n2 
Xm ED a a al 
n> +l. 


RER m 满足 n> — log: (ez -D, > 4], 


E m22. 


n jn2 
1+2% 


综合 中 加 知 , 存 在 a, 使 得 关于 xé $ C) 2a 的 解 集 为 (0, 十 co), 且 a 的 取 值 
范围 为 (一 co,0]. 


#2 (2008 年 浙江 高 考 理 。T21) 已 知 a 是 实数 ,函数 F(z) 一 VE(z 一 a)， 


(1) 求 函数 Fz) 的 单调 区 间 ; 

(2) 设 g(a) 为 f(x) 在 区 间 [L0,2] 上 的 最 小 值 . 

DEH g(e) 的 表达 式 ; 

DR a 的 取 值 范围 ,使 得 一 6 委 g(a) 委 一 2. 

【思路 探索 】 对 于 (1), 求 出 导数 fz), h f'(z)20, f z) W 8 2 , 

当 f'(z)<0, jz) 是 减 函 数 , 并 且 注 意 函 数 的 定义 域 , 对 于 (27 中 的 名 ,根据 函 
数 jz) 在 区 间 [0,2j 上 的 单调 性 来 求 最 小 值 , 要 注意 根据 a 的 不 同 进行 讨论 ， 

【规范 解析 】 (1) 胃 数 的 定义 域 为 [0, 十 oo)， 


PA Np a = >, 
w i 


TIn(1 Ty < + 





R] f(2% )= 


















若 a=s-0, WJ f (zy>0, 
FCz) 有 单调 递增 区 间 [0, 十 ce). 


车 a2>0,4 f=, z= 

当 0<z<— t, f'(a)<o, 

3 z2> M, f'(z)2>0, 

mp a>>0 时 ,f(x) 有 单调 递减 区 间 | 0, 所 |， 


单调 递增 区 间 ( 所 ,十 oo ). 


(2) 中 若 a<<0, f(z) 在 [0,2] 上 单调 递增 ， 


若 0<a<6,f(z)Ë [0,4 | 上 单调 遂 减 ,在 (全 ,2 | 上 单调 递增 ， 


所 以 z(a) =/(*)=—2 = 
若 a26, f(x) 在 [0,2] 上 单调 递减 ， 
所 以 g(a)= f Na), 

0 a=<0 


ELE, gla) = -t T Oa. 


J202 —a) a>6 

DA 6=< zg(a)< —2, 

# as<0, 无 解 ， 

# 0<a<6,8@## 3a—6, 

# a26,848 6<a<2+34(/2, 

故 a 的 取 值 范围 为 3<a<2+3 /2. 
x [RERE] 以 上 两 例 较 系统 地 介绍 了 用 导数 法 求 极 (最 ) 值 的 一 般 解 题 步骤 : 
(D£ F(z) 的 导 函 数 了 (x); 

DA 『 (Zz) 一 0 求 得 驻 点 ; 

国 依 驻 点 将 Fz) 的 定义 域 分 戌 落 干 区 间 

四 列表 ,判定 F(z) 在 各 区 间 的 正 负 号 ; 

ORARE AH F(z) 的 增 减 性 判定 极 ( 最 ) 值 点 . 








六 、 数 形 结 合法 








解 题 秘 言 ;有些 代数 和 三 角 问 题 , 若 能 借助 其 几何 背景 ,予以 几何 直观 ,这 时 求 
其 最 值 常 能 收 到 直观 .明快 ,化 难为 易 的 功效 . 
Li: (2008 年 江西 高 考 文 。 TIDER MER S RBA R R. 


半径 为 4 的 球 的 两 条 弦 AB.CD 的 长 度 分 别 等 于 2Y7 、4 /3 , Bp 28 52 ËJ BI 3 ñ E PR i 
上 运动 , 则 两 弦 中 点 之 间距 离 的 最 大 值 为 

【规范 解析 】 令 M.N 分 别 为 弦 AB、CD 的 中 点 , 球 心 为 
O 由 题 意 知 M 到 O 的 距离 为 3, 故 点 M 的 轨迹 是 以 口 为 球 


心 ,3 为 半径 的 球面 . ⁄“ > 
同 理 ,N 为 以 口 为 球 心 ,2 为 半径 的 球面 . M 


截面 图 如 图 所 示 ， 
当 M.O.N 共 线 时 ,|MN| 最 大 或 最 小 ,|MN|。 一 |OMI 二 ION| 一 3 十 2 一 5. 


【答案 】 5 
1+ sinr 
mz R ?一 ?十 cosz 的 最 值 ， 


【 解 】 将 函数 式 变形 为 Á PDC 


其 几何 意义 是 在 直角 坐标 系 中 , 动 点 P(coszrysinz) 和 定点 A( 一 2, 一 1) 连 线 的 
和 斜率. 动 点 已 的 轨迹 为 单位 圆 ,由 下 图 知 ka 最 小 ,krc 最 大 ,显然 kaa 一 0 
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X tang 一 | 一 " 

“tan BAC= tan20= aen 1 | Bp 
e-t 

故 Yain =O s Yma = 


【 解 后 感言 】 了 形 如 上 和) 二 的 函数 式 ， 通常 都 可 视 作 点 (g(x) ,f(z)) 与 点 (bsa》 


的 连 线 的 斜率 . 





. =., Fu = 






全 多 (2008 年 北京 高 考 理 。T5) 若 实数 nln 则 
r=, 


xz 一 3 的 最 小 值 是 C 3 
A.0 B. 1 Ca D.9 
【规范 解析 】 上 述 不 等 式 组 所 表示 的 可 行 域 如 右 图 

阴影 部 分 所 示 . 


今 1 一 z 十 2y，, 则 当 直 线 y 一 一 二 z 十 本 ?经 过 原点 O 


(0,0) 时 ,十 + 取 最 小 值 ,也 即 1 有 最 小 值 为 0, 则 = 一 3 





有 最 小 值 为 3 二 1, 
【 解 后 感言 】 这 里 是 构造 可 行 域 利用 线性 规划 来 求 最 值 ， 
【答案 】 B 
@ 在 直线 1 一 z+3 上 取 一 点 P, 过 点 P 且 以 双 曲 线 127* 一 4y 一 3 的 
焦点 为 焦点 作 椭 圆 , 求 椭圆 长 轴 长 的 最 小 值 及 此 时 P 点 的 坐标 与 椭圆 方程 
[ 解 】 易 求 得 双 曲 线 的 两 焦点 分 别 为 Fi( 一 1,0),F,(1,0), 由 此 设 椭圆 方程 为 





poq jua, 
af a'=~i 

如 图 示 : 易 求 得 F, 关于 直线 1 的 对 称 点 为 F,” 
(一 3,2), 则 直线 ! 与 直线 F, F: ,y= 一 万 (ZY 一 1) 的 交 


点 是 Pu (一半 3). 
由 椭圆 定义 与 平面 几何 的 结论 得 
2a=|F,P|+|F,P|=|F/P|+F,P! 
>|F/'F,| = VAT T (02) =2/5 
当 且 仅 当 点 了 重合 于 点 Po 时 ,上 式 取 一 5. 
故 椭圆 长 轴 长 的 最 小 值 为 2Y5. 
此 时 点 兴 标 为 (一 了 ,和 ) , 椭 加 方程 为 后 十 守 一 1 
【 解 后 感言 】 这 里 是 运用 平面 几何 中 三 角形 两 边 之 和 大 于 第 三 边 的 关系 式 求 
最 小 值 . 本 题 还 可 运用 三 角 代 换 法 、 判 别 式 法 来 解答 ， 
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实战 秘 修 十 八 


. (2008 年 江苏 高 者 。Tl13) 满 足 条 件 AB=2,AC=,/2 BC 的 三 角形 ABC 的 面积 的 


最 大 值 是 . 

. (2008 年 湖南 高 考 理 。T6) 函 数 F(z) 一 sinzz 十 VSsinzcosr 在 区 间 | = = | 上 的 
最 大 值 是 C 3 
A.1 B. Lš 
CE D.1+/3 


2 


EDAG DEMRT 2 — 10020) EE | +y 的 最 大 值 为 C) 


F" (0<b<4) | (0<5<—2) 
A.< 4 B. 4 
2b  (b>4) 2b (b=2) 
E+ D. 2b 
. R a, bER, è +2 =G, M ea 十 上 的 最 小 值 是 ( ) 
A. — 2/7 B. -58 
` _ = 
C. 一 3 F =, 


. EAA f(z) S logre (0 过 a 过 1) 在 区 间 [La,2a] 上 的 最 大 值 是 最 小 值 的 3 fË , W| a = 


Í ) 


V2 V2 
A. 1 B. 7 
1 1 
C. 41 D > 
. KH fC) mar tatl 有 极 值 的 充 要 条 件 是 ( ) 
A. a> 0 B. a=0 
C. a<0 D. a= 0 


. 在 AABC 中 ,O 为 中 线 AM 上 的 一 个 动 点 , 若 AM 二 2, 则 OA - (OB+ OC) BJ Et 


小 值 是 . 






8. (2008 年 湖北 高 者 理 ，T16) 已 知 函 数 fo = JEE, G) = cosz * f(sinz=) + 
nH). 
( ] )38. 583 g(x) 化 简 成 Asin(oz+@#) T B(A>0,w>0,9E [0,2r)) 的 形式 ; 
CORAZ g(x) 的 值 域 . 
9, 设 函 数 f(z) 二 一 a VIF1l+zrtar€E (0,1),aE R+. 
(1) 若 f(x) 在 (0,1] 上 是 增 函 数 , 求 a 的 取 值 范围 ; 
(DR f(z) 在 (0,1] 上 的 最 大 值 . 


10. (2008 年 山东 高 考 理 ， T21) EAKA f(x) — 


nEN ,a 为 常数 . 
( 卫 ) 当 n= 二 2 时, 求 函 数 f(x) 的 极 值 ; 
( 卫 ) 当 a=1 时 ,证 明 ; 对 任意 的 正 整 数 n, 34 r22 时 ,有 f(z)<r-1. 

11. 已 知 正三 棱锥 P— ABC 的 底面 边 长 为 4, 侧 楼 长 为 8.E, F 分 别 是 PB,PC 上 的 
点 , 求 信 AEF 的 周 长 的 最 小 值 . 

12. 正方 体 ABCD— A, B, C, D, 的 楼 长 为 a; 过 其 对 角 线 BD. 的 平面 分 别 与 AAl， 
CC, 相交 于 点 EE,F, 求 截面 四 边 形 BED: F 的 面积 的 最 小 值 . 

13. 用 总 长 14.8 m 的 钢 条 制作 一 个 长 方 体 容 器 的 框架 ,如 果 所 制作 容器 的 底面 的 
_ 边 比 另 一 边 长 0.5 m, 那 么 高 为 多 少时 容器 的 容积 最 大 ? 并 求 出 它 的 最 大 
容积 . 


l4. P,Q,M, N W MEM z: + 2 二 1 上 ,下 为 椭圆 在 y 轴 正 半 轴 上 的 焦点 . 已 


知 PË 5 FÓ 共 线 ,M 5 FN 共 线 , 且 PF - ME 一 0， 
求 四 边 形 PMQN 的 面积 的 最 小 值 和 最 大 值 . 

15. 已 知 aER, 函 数 f(z)= z° o 7 

(1) 4 a=2 M RIE fC) =r 成立 的 工 的 集合 ; 

(2) 求 函数 y 二 了 (zx) 在 区 间 [1,2] 上 的 最 小 值 . 

已 知 a 宇 0, 函 数 


sinz * f(cosr),z€ ( 


1 
= 





-十 aln(z 一 1), 其 中 
x) 


1 


fia) = (z* —2azx)e". 
(1) 当 z 为 何 值 时 , FCz) 取 得 最 小 值 ? 证 明 你 的 结论 ; 
(2) 设 f(z) 在 [一 1,1] 上 是 单调 函数 , 求 a 的 取 值 范围 . 
17. 是 否 存在 同时 满足 下 列 条 件 的 双 曲 线 , 若 存在 , 求 出 其 方程 ; 若 不 存在 ,说 明 
理由 . 
(1) 渐 近 线 方程 为 z+ 2y= 0; 
(O AG, OAIR ESIA P 的 距离 的 最 小 值 为 V6. 








实战 秘 修 十 八 答案 与 提示 


1.2/2 设 BC=z, 则 AC=Y2z, 根 据 面积 公式 得 
Sasse =-+AB E E E sp: 


2 
根据 休 弦 年 理 得 
ep ñB pO AC Ghat da 
2AB + BC 4x 4z ， 
代入 上 式 可 得 
_ Ar 1128 一 (一 1275 
Sase =a 1- (z ) = 16 — 
De 
由 = 角形 三 边关 系 有 | 
r+2>./2rx, 
WL 0 /2—2<r—<2./2+2, 


DE z 一 2V3 时 ,SAaac 取 得 最 大 值 2 /2. 
l 


2.C Fiz) =L e027 | V3 sing = sin( 2z 一 于 ) +. 


2 
"y — Z x Ər 
又 ze| =, z jaz re |. 
i TOE =. 故 选 C. 
3.A 设 z 一 2cos0,y 一 psing, 则 
z: +-2y= Acos: 0+ 2bsin0 

= —4sin20+- 2bsin0+ 4 
b 


——4(sing— +A. 
a Bae], 
24 0<0<4 N .sing=--, (a? +29) aa = H4; 
当 b>4 时 ,sing 一 1, (xz? 十 2y) ww = 
4.C i a=/6cos0,b=./3sin0, IIJ 
a Fb—J8cos0 F /Ssin0=3 [YŠ cos9+ sing) =3sin(g+02> —3. 


5.A NO<a<l, Z. f(z)=log,z A IM A 3. 
M fla)=3f(2a), B} logua = 3log, (2a). 


is (2a) =a>0, H =. 












6.C fi(a)=3az+1,# f) =3az' 十 1==0; 则 当 a <0 BF ffe E SA =, N z ` 
r= AÍ 过. 此 时 了 f(z) 在 zi ,zz 的 左右 均 异 号 , 故 SOFERRE. “a<. 


7. 一 2 _ 
解法 一 ”如 图 1, 设 MA=a; 则 |a|=2, 设 MB=b, 则 MC 一 一 b. 





图 1 图 2 
~OA pR AM 上 的 动 点 ， 
.可 MO=1: MA=i OSI). 
故 OA 二 MA 一 MO= (1 一 Da， _ 
OB+ OC= (OM-- MB)+ OM+ MO) 
一 2 OM+ (MB+ MO) 


=—2#+Í[b+(—b)]= — ta , 
nOA ` (OB+ OC) =(1—t)a + (— 2ta) 
=— 71 — Ða = —S8t(1—t). 
s 0= 1 
: et 
“DE | | 一 
nOA. (OB+OC)>—8XT=—2 
最 小 值 是 一 2. | 
解法 二 如 图 2, 以 M 为 原点 ,CB 2 xz 轴 建 立 直角 坐标 系 , 据 题 意 可 设 A(b,0)， 
x MJ OGb,re) ,其 中 0<:<1, + =|AMI: 一 4. 则 有 
eve (bes; 
OB+OC=(a—tb,—te)T(—a—tb,—te) 
=—2t(b,c) 
OA - (OB+00 = -2(1—D(6 +e) 


=—#G0—D=—8| 地 一 (—+) |] 


>—8x-—- = —2. 





8. 


uO 








(1) rE (0,1]#f, f (z)= —a ° 











_ i— sinr, . l— cost 
( [ )g(z=)= cost kes + sinr T coar 
— (1—sinr), . (1— cost)” 
=cosT "4| ———— tsinrt* À | ——— 
cos T sin” = 





l— sinr, . l — cosx 
= cost * ——  -+sinz *， — . 
| cos 立 | | sinz | 
r€ (x, -5 J; ,| cos 工 | = —cosz, |sinz=| = —sinz. 


— şi l ] 一 cosz 
s g(z)= cosrx * = Sinr — 
EE — sinr 





—sinz-+ wiy. ) = 


-l 


(H )H# x<T 魏 了 7 


2 


` sin 在 ( 2, SA (= 还 | 上 为 增 函数 ， 


IA 
又 sin SE sin T’ 


esin Št <sin( z kia -> z Jre (x, -x |). 
)<— 





2 1? 
即 一 1<<sin(z P 
i aiara 
故 g(z) 的 值 域 为 [一 J2 一 2, 一 3). 


T 


+1 
wT 十] 
要 使 f(z) 在 zE (0,11] 上 是 增 孙 数 ， 


ar 
r)=— = ; : 
EE S (D= AEH 在 (0,1J 上 全 成 立 


即 ER 1 十 方 在 (0,1] 上 恒 成 立 . 








又 1+ 十 在 (0,1] 上 的 最 小 值 为 3 ,Ba€R,, 


.0<-a<V2 为 所 求 ， 
(2) 由 (1) 知 ,四 当 0<o<V2 时 ,jz) 在 (0,1] 上 是 增 函 数 ， 
[fir) J = f= (1—/2)a+1. 






OY a> 28.2 PCz)=0 得 z=] iE (0,11. 


“¿4 0<zr< |= TB, f G>; 
4 |<<] 时 , 广 (zr)<<0， 





| _ 国生 
g C Em j A Ta 
—a: 二 +] 
-一 Ti; 
va:—l i 


综 上 , 当 0<a= V2 时 ,[FCz)]us 一 (1 一 V2)a 十 1i 


ZE VELA Jan te 
T= 


10.(T ) 由 已 知 得 函数 FCz) 的 定义 域 为 {zjz>>1h， 
l -Taln(z—1), 
=) 





过 n—= 2 时 , f(z) 二 如 


i _ 2—a(1—z) 
所 以 j U Sie ss ; 


( |) 当 a>0 时 ,由 了 (zx) 二 0 得 


Tı -1+ /> Í 21-44 <1, 


— —a(z mi) (z—z) 
此 时 f (z) = I l 


当 z€ (1,z, t f D0, f(z) PMM P WR 

当 r€ (Ti, 十 oo0) 时 ,了 (xz) 之 0,f(z) 单 调 递增 . 
CHOH axo BF, f (z)<0 恒 成 立 ; 所 以 f(z) 无 极 值 . 
综 上 所 述 ,n 二 2 时 ， 


当 a>0 时 ,f(z) 在 z=1+ 和 /一 处 取得 极 小 值 ， 
KA m 2 
极 小 值 为 f(1+ Aje (1+In x J. 
= a=<0 时 , f(z) 无 极 值 , 
(五) 证 法 一 :因为 a 二 1; 所 以 f(D) = tla). 
x=) 


当 n 为 偶数 时 , 今 g(z)=z—1—77 一 In(z 一 1) ` 











1 


= 





则 g (z) = aT gel. 
元 一 < 
=e] =f —>0 (22). 


所 以 当 xE[L2, 十 o0) 时 ,g(x) 单 调 递 增 ， 
_ S s s ] 

又 g(2) 一 0, 因 此 g(z) 一 zx 一 1 一 天 二 

f(z)=<r—1 成立. 

当 半 为 奇数 时 ,要 证 Cr) Sr L,# F Ts = <o, 


所 以 只 需 证 In(z—1)= zr—1, 

S h(z=)=x—1—In(zr—1). 

W k (a) =1—-— = >0(z22), 

所 以 当 zE[2, 十 ceo) 时 ,PCz) 一 z 一 1 一 In(Cz 一 1) 单 调 递 增 ， 
又 天 (2) 王 1 盖 0, 所 以 当 r>2 BF, ER h(z)>0, 

即 n(x 一 1) 过 x 一 1 命题 成 立 . 


综 上 所 述 ,结论 成 立 ， 
证 法 二 : 当 a==1 时 ,f(x)= 二 一 一 一 一 十 ln(z 一 1)，. 





—In(z—1)= g(2)= 0 恒 成 立 ;, 所 以 


当 z 之 2 时 ,对 任意 的 正 整数 aa 
故 只 需 证 明 1+-In(z—1)=<z-—1. 

仿 h(z)=xz—1—[1+In(z—1)] 

一 工 一 2 一 ]n( 立 一 1) ,ZEL2， 十 co) 

则 '(z=)=1——=—. 


当 xz 之 2 时 ,hh (z=)Z20, Ék h(xz) 在 [2, 十 co) 上 单调 递增 ,因此 当 r2 时 ,h(x) 
El l+ In(z—1)=<<x—1 成 立 . 


故 当 z 宇 2 BJ ,8 ——In(=—1==r—L1,ËBll f(z)=<z—1. 





ar 
. 如 图 , 沿 PA 展 平 正 棱锥 的 侧面 , 则 原作 AEF 的 周 长 最 小 
值 等 于 线段 AA' 的 长 ， 
Ë: ZAPB= ZBPC= /ACPA'==9, 则 
sin 全 一 本,sin 光一 3sin + —Asin' = 











AA =2. (PA ° in 30, — 2 8. =L 
. 如 图 ,由 面 面 平行 的 性 质 定 理 知 
BF//D E,BE//D, F, 
“四边形 BED, F 是 平行 四 边 形 . 
作 EH_ BD. + H, 
SpagpF 一 2 * SABED, = BD. = * EH= EH ° V3a， 
.要 求 四 边 形 BED, F 面积 的 最 小 值 ,只 要 求 EH 的 最 A 
小 值 , 即 是 两 异 面 直线 AA 与 BD, 的 距离 ,也 就 是 点 A APE BDD, B, 的 距离 . 


V6 e. 


D 


1 





EH. =a, Sow REMEN G 
13. 设 容器 底面 长 方形 的 宽 为 x, 长 为 zx 十 0.5, 则 容器 的 高 为 
n=l z (z+ 0.5)=3. 2—2z(0—<— xr=1. 6). 


故 容 器 的 体积 VCz) 一 z(z 十 0.5)(3.2 一 2z) 一 一 2z +2. 2z° + 
1.6z(0<z<1.6), 

则 Vr)=—6z +4, 4r+1. 6. 

S V'(z)=0,WJ# 15z' —11z—4=0. 解 得 


r= -ERAR r=}, 


故 V(1)=1.8 是 V(z) 在 (0,1.6) 内 的 唯一 极 值 . 

经 验证 知 当 z 在 (0,1.6) 内 比 1 过 小 或 过 大 时 ,V(z)<1.8, 故 Y(1) 是 VCz) 在 
(0,1.6) 内 的 最 大 值 , 此 时 汶 王 3.2 一 2z 一 1.24m)， 

帮 当 容器 的 高 为 1. 2m 时 ,容器 的 容积 最 大 ,最 大 容积 是 1. 8m . 

14. 如 图 ,由 条 件 知 MN 和 PQ 是 椭圆 的 两 条 弦 , 相 交 于 焦点 
F(0,1), R PQ I MN, 直 线 PQ、NM 中 至 少 有 一 条 存在 斜 
率 , 不 妨 设 PQ 的 斜率 为 k. 又 PQ 过 点 (0,1), 故 PQ J; 
程 为 y 一 上 zz 十 1. 

将 此 式 代 入 椭圆 方程 得 
(2+kk a +2kz=—1=0. 
WP ,Q 两 点 的 坐标 分 别 为 (zi "yi jot ;yz )， 则 
_—k— V2k +2 Zk+ V2 十 2 
r= E 2 +E 


Bad +k y? 
从 而 | PQ 有 一 (zi —z,)° +(y J). si (2+ b° )° 








_ 2 /2(0(1+ËE) 
亦 即 |PQ| 一 一 1 一 I 
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故 四 边 形 面积 
i a+ (1+7) a(2+k +) 
S= | PQI . IMN|=—— ] = Jo 
(2 十 尼 ) (2+) SHR 
Susk Or fa 
_ 42 tu) 


1 
S= Ta 215): 





因 为 u — Bš +722, 


当 & 一 士 1 时 ,u=2,S 一 本， 
X S ED u 为 自 变量 的 增 函 数 ， 
所 以 lE <s<2. 
OH k=0 时 ,MN 为 椭圆 长 轴 , 则 
IMN|=2/2,|PQ| =/2,S=—-|PQI * |MN|=2. 


aD OM, WWE PMAN 面积 的 最 大 值 为 2 ,最 小 值 为 -9 


(1) 由 题 意 , f(x) 二 sm 


当 r<? h, f(z)= 二 x (2 一 +) 一 zx, 解 得 x 一 0 或 z= 二 1; 
当 z22 h, f(x) 二 zx: (zx 一 2) 二 zx, 解 得 z= 二 1 十 V2. 

综 上 ,所 求解 集 为 {0,1,1 十 V2}. 

(2) 设 此 最 小 值 为 m. 


DH asl 时 ,在 区 间 [1,2] 上 ， 
f(x)=x ar. 


因为 (x)=37x: 一 2ar= 二 3z(z 一 —a)>0 z€ (1,2), 


W /( z) E X [a][ 1.2] F BJ 38 Pq #& , Br 1 

m= f(1)=1— a. 
四 当 1<a<2 W EREL] E, f(z)=x'|z—a|2>20,H f(a)=0 8] m= f(a)=0. 
Q4 a>? 时 ,在 区 间 |L1,2J 上 ， 

fin Sat ar’. 


Be Rata E pi 





f'a=2ar—3m=3z (Sa—z). 


若 a 宇 3, 在 区 间 (1,2) 内 f>, AT F(z) 为 区 间 [1,2] 上 的 增 函 数 , 由 此 得 
m= f(1)=a—1. 


= 2<—a=<3, l 1< 子 o<2， 
当 1<z< 卫 e 时 , 广 (z)>0, 从 而 f(z) 为 区 间 | 1, a | E 038 838. 


4 a<r<2 时 ,了 F(x) 过 0, 从 而 f(x) 为 区 间 | $a,2 | 上 的 减 函数 
因此 , 当 z< a= 时， 


m= f(1)=a—1 Ñ m= f(2)=4(a— 2). 
=i 2<a LMt AG —2)<a—1, 


故 m= 4(a—2):; 
s — <a <3 时 ,ea 一 1<464a 一 2)， 
故 m=a-—l1]. 
综 上 所 述 , 所 求 函 数 的 最 小 值 

l—a, 当 a 委 1 HÍ; 

0, 当 1—<a=2 时 ; 


m= 4(a—2), 当 2<a < at; 


a—1, = a> Bl. 
.《1) 对 函数 f(x) 求 导数 ,得 
fx)=Cr—2ar)e' H+ lar ae =[=* +2(1 —a)z—2a |e”. 
令 (Xz) 一 0, 得 [zx 十 2(1 一 a)zx 一 24 le 二 0， 
从 而 T+2(1—a)r— 2a=0, 
解 得 rz =a—I— iFa, 
z,=a—1+ /1+a ,其 中 z, <x. 
当 工 变化 时 ,了 (zx)， 人 


il 


a 





即 f(x) 在 z=xi 处 取 到 极 大 值 ,在 == z: 处 取 到 极 小 值 . 
a20. ret = N =0, [DQE k 1 Toa ) 上 为 减 图 数 ;在 (xo :十 co) 上 为 增 pq X. 





364 








17. 





而 当 z<0 Rt, fir) S rlr ae >o; 

当 r=0 时, f(x)=0. 

所 以 当 工 =a 一 1 十 Vi 时 ,f(z) 取 得 最 小 值 . 

(2) 由 (了 D 知 ,f(z) 在 [一 1,1] 上 为 单调 函数 的 充 要 条 件 是 x 之 1, 即 
a 一 1] 十 yita 21. 


解 得 a 之 六 


即 a 的 取 值 范围 是 | 二 ,十 co )、 

“ 双 曲 线 的 渐 近 线 为 x 十 2y 二 0， 
“可 设 双 曲线 方程 为 一 4y =t(t2Z0). 

DE >0 jJ z€ (—co,—# JUL, +H), 


AP =y G Ey A/a- + 
= K š. _—— 
1 10z+25 r 


设 fa) =r —l0z+25— W| e f(z) 的 对 称 轴 为 z= 4. 


2 p=. ty... 
4X—(25——)—100 


HLA, B 0<z<16 时 , f(z) min = 二 6, 解 得 


5 
4X— 
一 一 4( 舍 去 )， 

>A, W z=Yt 时 ,f(z) 有 最 小 值 . 


A / 立 : 一 10VE 二 25 一 二 一 Bl to 


3 
K UMREN EA a ES Ds 


@ 若 1 二 0, 则 zxzER. 仍 由 |AP|= = >r 一 10zx 十 25 一 闻 知 ， 当 r=4 BF, | AP |35 


到 最 小 值 . 


“A/ >x16—10x4+25—-7 =v6. 解 得 :一 一 4， 


此 时 , 双 曲 线 方程 为 光一 二 一 1 


综合 四 加 可 知 ,适合 条 件 的 双 曲 线 方程 是 : 
rË _ y“ _ — -二 
(5 十 V6)2 (54+./6)2 35 5 
4 










P 
十 
六 
+ 





探究 性 问题 ,不 叫 探索 性 问题 , 它 是 一 种 开放 性 的 题 型 .常见 的 探究 性 问题 有 : 
从 给 定 的 题 设 探求 相应 的 结论 ;由 给 定 的 题 断 反 潮 应 具备 的 条 件 , 改 变 题 设 或 题 断 
的 某 个 部 分 ,考察 整个 问题 将 会 产生 什么 变化 . 在 命题 用 语 上 , 常 以 “试探 求 "“ 试 狂 
测 ”“ 试 推测 *"“ 试 判断 >“ 是否"“ 能 否 ” 等 字 词 出 现 , 由 于 这 类 题 型 没有 明确 的 绽 
论 , 解 题 方 向 不 明 , 自 由 度 大 ,需要 通过 对 问题 的 观察 分析、 比较 ,概括 等 处 理 过 程 ， 
方 能 得 出 结论 ,然后 再 对 所 得 出 的 结论 予以 证 明 . 其 难度 大 ,思维 含量 高 ,是 训练 和 
考查 学 生 的 数学 思维 能 力 .分 析 问 题 和 解决 问题 能 力 及 培养 创新 能 力 的 较 好 题 型 : 
美国 心理 学 家 布 鲁 纳 说 过 ,“ 探 索 是 数学 的 生命 线 ”, 可 见 这 类 问题 所 占 地 位 之 重要 . 
在 近 十 年 来 的 高 考试 题 中 ,屡屡 出 现 , 且 常 出 常 新 ,因此 我 们 应 该 掌握 其 沉 用 的 解 题 


思考 方法 . 














一 、 直 接 探 求 





解 题 秘 言 ;所 谓 直 接 探究 ,就 是 直接 从 题 设 条 件 出 发 , 执 因 索 果 , 进 行 演绎 推导 ， 
从 而 肯定 或 否定 结论 的 方法 ， 

D cos 车 四 川 高 考 文 T19) 如 图 ,平面 F 
ABEF | 平面 ABCD, 四 边 形 ABEF 与 ABCD 都 是 直角 梯形 ， 
ZBAD= /FAB=90°,BCL1 AD,BEL3FA'G.H 分 别 为 EG 


FA .FD 的 中 点 ， 
(1) 证 明 :四 边 形 BCHG 是 平行 四 边 形 ; 
(2)C.D.F.E 四 点 是 否 共 面 ? 为 什么 ? 
(3) 设 AB= BBE, 证明: 平面 ADEJ| 平面 CDE. 
【规范 解析 】 方法 一 : 
(1) 由 题 设 知 ,FG==GA,FH= HD, 








所 以 GHLL 二 AD, 又 BCL5AD, 故 GHLBC. 


所 以 四 边 形 BCHG 是 平行 四 边 形 . 
(2)C.D.F.E 四 点 共 面 .理由 如 下 ; 





由 BEL-AF,G & FA 的 中 点 知 ,BELGF 

所 以 EF// BG. 由 (1) 知 BG/CH, 所 以 EF / CH, è 
EF.CH 共 面 . xš D £ ñBš FH 上 ,所 以 CD 下 .正四 
点 共 面 . 

(3)& s EG, $ AB= BE, BELAG A Z BAG= 90 
#e ABEG 是 正方 形 . 

X BG | EA. 由 题 设 知 , FA.AD.AB 5 8 £ Ë , K 
AD | +& FABE, 

因此 EA 是 ED 在 平面 FABE 内 的 射影 ,根据 三 重 线 定理 ,BG | ED. 

又 FD 站 EA 二 EE, 所 以 BG | 平面 ADE. 

由 (1) 知 ,CBNBG, 所 以 CH | 平面 ADE. 由 (2) 知 HE 平面 CDE. # CHC + 
面 CDE, 得 平面 ADE] 平面 CDE. 

方法 二 :由 题 设 知 ,FA、AB、AD 两 两 互相 垂直 . 

如 图 ,以 和 A 为 坐标 原点 ,射线 AB 为 工 轴 正方 向 建立 
如 图 所 示 的 直角 坐标 系 . 

(1) 设 AB 一 a,BC 一 5 BE 一 c, 则 由 题 设 得 

A(0.0,0),B(a,0,0),C(a,b,0), D(0,25,0),ECa,0,o) G Š 
(0,0,c), H(0,5,c). I D y 

W GP=(0,b,0), BË— (0,8,0). +£ GFi= BC. 

LE GREK BC k. 

所 以 四 边 形 BCHG 是 平行 四 边 形 . 

(2)C.D.F.E 四 点 共 面 .理由 如 下 : 

由 题 设 知 ,F(0,0,2c) ,所 以 EF 一 (一 a,0,c)， 

CH= (—a,0,c) ,EF=CH. 

又 C€ EF.H€ FD,# C.D,F.E 四 点 共 面 ， 

(3) 由 AB=BE,# c=a, 

所 以 C 站 = (一 a10wya) ,AE=(a,0,a). 

又 AP= (0,24,0). 

m CH. AF=o,CTi . A 方 一 0， 

即 CH LAE,CH LAD, 

又 AD 站 AE==A, 所 以 CH | + ë ADE, 

故 由 CHC 平面 CDFE, 得 平面 ADE | 平面 CDE. 

【 解 后 感言 】 这 里 是 依据 题 设 条 件 , 直 接 推 得 EF//CH, 从 而 肯定 结论 . 















aD 已 知 向 量 ao 一 (2cos Z, tan (Z +E) b= WZsin CG H nC 
=F f(a)=a ° b. 是 否 存 在 实数 rE [0,xj ,使 f(z) 十 f(z) 一 0( 其 中 Fo 


是 f(z) 的 导 函 数 )? 若 存 在 , 则 求 出 工 的 值 ; 若 不 存在 , 则 证 明之 . 
【 解 】 /(=)=a-b 


一 2 2 cos N Pac j Ta = 


1 十 tan 二 tan 过 一 1 
一 2 V2cos Z Ysin Z 42s 工 )+ 一 一 一 = 


A- 还 
l— tan z 1 十 tan > 


— sin — cos i 2 cos: sl 


2 
= gint + cosx. 
& f(z)+ f x)= 0, Rf 


filr) +f Cr) = singt costr t cos: — sint =2cosr =Â. 
可 得 z=- PLA r= B, fH f' (z) = 0. 但 此 时 tan L T) 35638 X, 8k 


不 存在 满足 条 件 的 实数 >. 
[BEBE] 这 里 是 先 直接 化 简 f(x)， 再 探求 f(z) 十 (x) 二 0 的 解 .对 于 本 


题解 后 回头 看 十 分 重要 ,否则 误 认为 z 一 -7 为 所 求 , 掉 入 命题 者 所 设 的 陷 隙 . 


二 、 现 察 推测 

解 题 秘 言 : 这 种 方法 就 是 对 命题 中 给 出 的 几 个 具体 关系 式 进行 观察 ,分 析 , 从 中 
发 现 和 猜测 出 一 般 规 律 , 然 后 进行 证 明 . 即 “ 观 察 一 一 猜想 一 一 证 明 . 

WD (2006 年 全 国 高 考 卫 理 ，T22) 设 数列 {fo,) 的 前 ”项 和 为 $… 且 方程 
1 一 & 工 一 和 一 0. 有 一 根 为 S, 一 1 一 1 2 3 

( I ) 求 di dzi 

(H )3yR(a,) HARAR. 

【解析 】 ( | ) 3 n=l H, — azra = 0, ALAA S, 一 1 一 ai 一 1， 


于 是 (ai — 1)? —a, (a —1)—a, 一 0, 解 得 a=. 


1 
当 n=2 h, r — aza: = 0. 有 一 根 为 S l5a > 
1 


于 是 (as -5 — d; (a. 一 也) d; =0, 解 得 Gd 一 站 

















(H) 3846 (S,—1)2—a,(S, —1) —a, =0, 
Bp S: — 2S, +Tl1—a,S,=0. 

当 222 时 ,aa 一 9 一 9。1， 代 入 上 式 得 
S。, S, 一 2S, 十 1 一 0. D 


由 (IT) 知 S. =a =. 


1 2 
S, =a, ta= TLS 3: 
3 
HOTH S,=— . 


et se zs 
由 此 猜想 :9， ye ey i 1,2.3, J 


下 面 用 数学 归纳 法 证 明 这 个 结论 ， 
( | )>=1 时 已 知 结论 成 立 ， 


( i) 假设 mn 一 上 时 结论 成 立 , 即 s= = 
下 n=k+1 tt, i DAF Sn == 


点 十 1 
Pp Sir — ka 92 


故 7 一 & 十 1 时 结论 也 成 立 . 
综 上 ,由 (| )、 (ii 7) 可知 5, = IMA ERA nA. 


: sz n _n ?一 1 
于 是 当 n= 2 时 sar = 5, S, 7 十 1 n(m+1) 


TH 





1 
X n=l 时 ,Qi 二 一 TxD: 


所 以 {a,} 的 通 项 公式 为 a= n=l, 2,3, 
【 解 后 感言 】 本 例 中 的 推测 猜想 并 不 困难 ,证 明 也 不 复杂 ,其 中 用 数学 归纳 法 


来 证 明 这 类 问题 是 常用 方法 . 


#2 已 知 点 的 序列 A,(z,,0) ,nEN"' ,其 中 z, =0, m =ala>0), A 是 线 


Bi AA: 的 中 点 ,A ERBE AA 的 中 点 ,… ,A, 是 线段 A,_,A, BPR. 





(Í ) 写 出 T, Ej Tal sT ,之 间 的 关系 式 ; 
(人 D 设 a 二 xyi 一石 ;计算 ay ,az ,as 由 此 推测 数列 {a, } 的 通 项 公式 ,并 加 以 证 明 ， 
(HI )3KRlimz,. 






【 解 (| )z, 一 本 (zol +z.: )(n>=3). 


(Jl )a, = x; — T) =a—Ü0=a; 





ü: = Ty — T? = + x, ) — Z 一 2 a 一 一 EL 
Xa XT — Gs Ti) =s = - 


由 此 推测 ejos a (n€ N° ' ). 
证 明 如 下 : 


1 
p Tuti sta) ~ Eal 


.s nti _ Ent ~ Epatl 
|, ——>— = —— — — 


Un Tatl 过 有 Lati nu 
=. T, ntl __ 4 
FA E 41 s 2 C 


Laca, Miaa 为首 项 ,( 一 于 ) 为 公 比 的 等 比 数列 


性 一 1 
.. G, =a, * (-7) 
(M) limax, = lim[ (z, —z,-i) T (z,—i Tne YHH lr — z) +H lr adta J 
= lim[ lan tan- t ta: ta Fa] 


= ss sz 


E ] 3 
a 
【 解 后 感言 】 本 题 (上) 也 可 用 数学 归纳 法 来 证 明 , 请 读者 试 自 证 之 . 
=z HARE 


——— 


=(-1) aG€N:). 


饰 题 秘 言 : 特 值 探求 法 是 对 题 设 条 件 取 某 些 特殊 值 , 然 后 探求 出 结论 或 满足 条 
论 所 需要 的 某 些 条 件 , 并 予以 证 明 . 


O Ea Osin otsi OH tsin (+ 月 ,其 中 ob 为 参数 ,0<e<p<r， 


是 否 存在 这 样 的 8, 使 fF(b) 是 与 9 无 关 的 定 值 ? 
E] 假设 存在 这 样 的 a, p. fE (四 是 与 9 无关 的 值 ,为 探求 a,8 的 值 , 取 68 分 


别 为 Or — gs 一 有 ,有 
fO) = sinat sin" 8 Q) 
f( Z )=3— sin a— sin’ f D 
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P, ZABC=60°, PA=AC=a,PB= PD= /2a, Ñ E #E 
PD 上 , 且 PE: ED=2 : 1. 





fia) DERE (8— a) | | | @ 
fC—B) = sin’ f+ sin? (a-- p) D 
因为 /f(0) j oE, MA 


SD=F( F) =A 

由 名 ,由 得 sin'a— sinh, RADOR sinfo 一 sinz8= 二 ， 
HHDH sin (8 一 a) 一 sin?p 一 六 

即 sin a= sin 8= sin’ (8—a)= =. 


而 SaS pSr M| 0<28—a= x, W 
siasa pis 0 sinta us 


所 以 sina— sing— sin(g—a) =Ë. 
解 得 = T a= E RA /(0) 验 证 有 

s= à x ; 2 
f (0) = sin 0+ sint (L ) + sin (0+7 ) 
一 Sin 0 十 ysin? PF —cost0= 


故 当 — T a= Ea. ORS 0 ERRE A. 
【 解 后 感言 】 这 里 是 利用 F(b) 与 9 无 关 , 故 对 日 冉 以 特 值 , 从 而 探求 出 av 有 的 


值 和 fj( 四 的 定 值 . 


GD um, # g mi 3836 m E P— ABCD 





(了 工 ) 证 明 ;PA | 平面 ABCD; 
CDR AC 398 EAC 与 DAC 为 面 的 二 面 角 的 五 C 


大 小 ; 


(DEH PC 上 是 否 存 在 一 点 ,使 BFV 平面 ABC? 证 明 你 的 结论 . 
(I >YüuBB] “底面 ABCD RŽ E, ZABC=60°, 
AB=AD=AC=a. 

在 入 PAB 中 ,由 PA + AB: =2a°= PB° 入 PA | AB. 

同 理 ,PA | AD. < PA | 平面 ABCD. 


e 
E ee 







(DIRI 如 图 , 作 EG/PA 交 AD 于 G,; 由 PAL 
平面 ABCD 知 BG | 平面 ABCD. 
GHLAC F H4 EH, W EH 1 AC. 
.AEHG 为 二 面 角 69 的 平面 角 . 
y PE: ED=2:1, 


“EG= Za ,上 Cr 一 =a ,GH= AGsin60° =š, : 


CODIR) 观察 图 形 可 知 , 当 下 是 棱 PC 的 中 所 
时 ,BF 平面 AEC. 
证 明 如 下 : 
如 图 , 取 PE 的 中 点 M ,连结 FM, 则 
FM// CE. D 


HI EM=+PE=ED 知 巨 是 MD 的 中 点 . 


连结 BM,BD, 设 BDIAC=O, 则 O 为 BD 的 中 点 ,连结 OE. 

. BM // OE. © 

由 个 ,四 知 ,平面 BFMA 平面 AEC. 

又 BF 生平 面 BFM， 

“BF // 平 面 AEC. 

EERE] 本 例 第 ( 芷 ) 问 探求 的 点 为 PC 的 中 点 满足 条 件 , 在 几何 问题 中 探 
求 菜 些 符合 条 件 的 点 时 ,应 注意 中 点 、 三 等 分 点 、 重 足 或 角 平分 线 上 的 点 等 特殊 点 


四 、 类 比 联 想 
—— 
解 题 秘 言 ,对 有 些 探究 性 问题 , 常 需 进 行 观察 类比、 分 析 、 联 想 ,或 构造 数学 模 
型 ,或 将 问题 从 低 维 推广 到 高 维 ,最 终 给 出 具体 答案 或 得 出 新 的 结论 . 


MD 已 知 为 非 零 省 数 ,rER, 且 


-Ir 
fixtà)= EE 


问 f(x) 是 否 是 周期 函数 ? 若是 , 求 出 它 的 一 个 周期 , 若 不 是 ,请 说 明理 由 . 
【思路 探索 〗 由 于 探求 的 是 周期 函数 问题 ,容易 联想 到 三 角 K & X f(z=+À) 


-IHAD RW AB3 S un(at L] T nrt fA KTE tanz 8 À 


是 fO 8 — À E 8 Pi LAPRA 8 5 + 3 fl PAT TAMER tanz BJ P 





i T —===4 ° TATAR f(z) 也 为 周期 函数 , 且 周 期 为 44. 





【 解 了 “e pea a= yl eq aa EA) (z F 32) 





ean sn 
Tei f(z=+ 22) 
_ 1l—f(z+ 224) 
ji frt 2A) 
] — flætt 2A) 
2 À 2. 
= Oy 22) 
372 L+ fG) 
oe a LS aa a) 
Frie +L IT f(z) 
1— f(x) 
= 一 一 人 于 = FG) 
f(r) 是 以 AA 为 周期 的 周期 冰 数 . 


【 解 后 感言 】 这 里 是 类 比 熟 起 的 三 角 公式 ,联想 到 tan (x 十 于 ) 是 问题 的 原型 
实例 ,进而 探求 出 其 所 求 的 周期 . 

GD 如 图 ,点 P 为 斜 三 棱柱 ABC 一 A, BC WE 
BB, 上 一 点 ;PM | BB, 交 AA, 于 点 M, PN | BB, 交 CC, 
Fai N. 

( I ) HE HH :CO | MN; 

(IT) 在 任意 人 DEF hf Eg, 

DE? = DF: + EF: 一 2DF + EF + cosZ DFE, 

HEIZE ,2É k, = f JÉ BJ tsk E BB , 5 hA = ë +: ñ = 4 WJ Ili I” #1 55 t F B 
个 侧面 所 成 的 二 面 角 之 间 的 关系 式 ,并 予以 证 明 . 

GERI (I) CC, / BB, 

CC | PM,CC, | PN, H PM, PN 相交 于 点 P. 

…CC | FH PMN. 

又 “MN 持平 面 PMN， “CC, | MN. 

(T ) 在 余 三 棱柱 ABC 一 ABC 中 ,有 

Siss, A, = Sicc, B, + Sice, a, — 2S Boc, B, SACC, A; ”COSa， 

其 中 a 为 平面 BCC, B, 与 平面 ACG Ai 所 组 成 的 二 面 角 . 

“CC LEE PMN, 

“平面 CC, B, B 与 平面 CC};AlA 所 组 成 的 二 面 角 为 MNP. 

在 人 PMN 中 ,PME = PN: + MN: —2PN + MN * cosZ MNP. D 

HQ + CCI 得 

PM + CC = PN: + CGO +MN: + CC —2(PN + CO.) + (MN ° CC, )cosZ MNP. 












N. Secc, n = PN * CC, ,Sucw =MN * CC 13 
Susa, — PM * BB, ,CC = BB. , 
c Shas a, = Soc a 十 Sacci 2500 n, ° Sacc, a, ° COSa. 

【 解 后 感言 】 题目 中 只 要 求 类 比 二 维 三 角形 中 的 余弦 定理 ,但 拓展 到 三 维 空间 
是 什么 结论 不 清楚 ,这 就 需要 发 挥 潜能 . 好 在 试题 中 已 指出 是 三 个 侧面 面积 之 间 的 
关系 式 , 故 中 式 谚 以 个 校 是 合情合理 的 了 ， 


五 、 分 类 讨论 
ERE 
解 题 秘 言 :由 于 在 探究 的 过 程 中 ,情况 往往 不 明显 ,需要 从 各 种 情况 去 进行 分 析 
考虑 ,因此 ,常用 分 类 讨论 的 方法 去 进行 探究 或 排 陈 . 


MD 2007 车 源 南 高 考 理 。T20) 已 知 双 曲 线 ty =2 的 左 . 右 焦点 分 别 


在 F, ,F, ,过 点 F, 的 动 直 线 与 双 曲 线 相 交 于 AB 两 点 . 
(1) 若 动 点 M WEF M= F. A+F 5+F,OGE:h O 为 坐标 原点 ), 求 点 M 的 机 
迹 方程 ; 
(2 在 工 轴 上 是 否 存在 定点 C, 使 次 .市 为 常数 ? 若 存在 , 求 出 点 C 的 坐标 ; 
若 不 存在 ,请 说 明理 由 . 
[规范 解析 】 由 条 件 知 Fi( 一 2,0) ,Fz(2,0), 设 Al y1), BC: yz). 
(Di Mla, yy HF M= (z +2, y), F,À = (m Fo sy Pr B = Cu: 3-2, 
ya) F O= Ca, 0). 
aF, M= F.A+F,5+F.0O, 
Missa ala t Hrt: = xr 4$, 
y= y ty» y T y: = y- 





于 是 AB 的 中 点 坐标 为 (一, 区) 


aB 
当 AB 不 与 x a| k Hl i w g 


351 Tr z— á 
i 一 一 一 2 


2 








即 yi — y =— (a, t). 
£= 85 
因为 A.B 两 点 在 双 曲 线 上 ,所 以 z! — y: = 2, zz? — yz" = 2, 两 < 相 减 ,得 
(nr) ta F an)= (r ys) (yr ys), ny 
和 =—s (in), L A e M C s Os. 


当 AB 5 + HiH, = z = 2, 32 fT M(8,0), 也 满足 上 述 方 程 ， 








m yy NM 的 轨迹 方程 是 (一 ie pe 4. 
(2) 假 设 在 工 轴 上 存在 定点 C(m,0) CA CBA EA. 
当 MA 有 不 与 工 轴 和 一直 时 , 设 直线 AB 的 方程 是 y=k(z=—2)(k2Z-+1). 
RA Ty =? KAk t tk x 一 (4k? 十 2) 二 0. 

ë 

则 zi vzs £ L80634. n Tn nn = EEE, 
于 是 CE - C= (z, —m)(xz; —m) +k? (zi —2) (z; 一 2) 
=(F*+1)z,z, — (2Ë° +m)(x, tard tAk + m° 
_ (LDO 2) _ woe ts. 





z] HAR + m° 
_2(l— 2m) k 十 2 

好 一 ] 
AACA 。 CB 是 与 无关 的 常数 ,所 以 4 一 4m 二 0, 即 m=l. 
此 时 CA .CB= 一 1. 


当 AB 5 z ih B DP. š A.B 的 坐标 可 分 别 设 为 (2wW23)、(2, 一 V2)， 

此 时 CR， CB=(1,/2) e (1, 一 YD)= 一 1. 

故 在 工 轴 上 存在 定点 CU1,0) ,使 CA ,CB 为 常数 . 

【 解 后 感言 了 由 于 探求 直线 的 存在 性 , 依 斜 率 存 在 与 否 ,需要 分 ABK h 


真 与 不 垂直 两 种 情况 进行 讨论 . 


的 中 心 关于 直线 1 的 对 称 点 在 椭圆 C 的 右 准 线 上 ， 








( 侈 ”已 知 方向 向 量 为 "一 (1,V3) 的 直线 ! 过 点 y 
(0, —2/3)#0 [Bl C, += 1(a>b>0) fs, R iM C 


CIRR C 的 方程 ; 

( 卫 ) 是 否 存 在 过 点 E( 一 2,0) 的 直线 m 交 椭 圆 C 于 点 M,N, 满足 OM - ON= 
人 V6cotLMON 了 0(O 为 原点 ). 

车 存在 , 求 直 线 m 的 方程 ;车 不 存在 ,请 说 明理 由 . 

( 工 ) 解 法 一 ”直线 1:y 一 V3z 一 2V3 D 

过 原点 垂直 于 /的 直线 方程 为 ?= 一览 Q 

解 D@ 得 z— 

“椭圆 中 心 0(0,0) 关 于 直线 ! 的 对 称 点 在 椭圆 C 的 右 准 线 上 ， 

a 3 


èë E ¿x 3. 





“直线 ! 过 椭圆 焦点 ， 
AARETE 
„c= 2a =b 二 2, 


ae 


解法 二 直线 1,y 一 V3x 一 2Y3， 
设 原 点 关于 直线 1 的 对 称 点 为 (p,9), 则 


+= + F —2 (5, 
解 得 p=3. 
3 。 al, 








“椭圆 中 心 0(0,0) 关 于 直线 1 的 对 称 点 在 椭圆 C 的 右 准 线 上 ， 


a 


n2 =3. 


c 
“直线 1! 过 椭圆 焦点 . 
… 该 焦点 坐标 为 42,0)， 
c= 2 ,0: =, b = 2. 


WWM C 的 方程 为 所 十 光一 1 


(IT) 解 法 一 “假设 这 样 的 直线 m 存在 . 设 Mla sy) NG: ya). 
当 直 线 m 不 垂直 于 T 轴 时 ,如 图 所 示 , 直线 m:y= k(xz=+ 2) 


代入 @, 整 理 得 
(3 +H Da +12 z+12k — 6=0. 
2 2 一 
人 12 一 6 


R PI 3 起 十 1 
IMN|= /1+Ë (z, Fr) —4z=i x; 


_ 12 12k —6 
ia | FI) 一 "SPFL 
250+) 
3k +1 
点 ORAR MN 的 距离 41=— kl 
/ l+ Ë 


`" OM ° ON= SEcot A MON, BJ 


PM osZ MON 
|OM| ° ION | cos” MON= Me EMON Ý?" 


— — 
“|OM| » |ON| sinZMON= SV6 š 








“|MN|. d= V6, 
Bl 4V6Ik E +1=-+/6GE +. 


1 V3 

kK =, k= + —. 

376 ass . 3 
当 直线 m 3 Ë T z 轴 时 ,如 图 所 示 , 由 OM + ON= cot 


ZMON#0 仍 可 得 到 Shou — —6. 


3 
故 直线 m 的 方程 为 
y= B+, = 3,273, z= —2. 





经 检验 ,上 述 直线 均 满足 OM . ON 天 0， 
所 以 所 求 直线 方程 为 


ia = i. =a 


解法 二 假设 这 样 的 直线 m 存在 . 设 M(x | ) |, N(x + y: ). 
当 直 线 m A3EF T z 轴 时 ,将 直线 mm:y 二 kz 十 2) ,代入 加 ,整理 得 
CIR FHL +12Ëz+-12Ë —6=0. 


. _ lë 
s k EEUU 


EC 2. 0O E H B| C 的 左 焦点 ， 
|MN|= |ME|-+ |NE| 





= (“+= ) +e( +> ) ss Qa +z) + a 





Eg (a) t e a 

以 下 与 解法 一 相同 . 

解法 三 ”假设 这 样 的 直线 m 存在. 且 设 其 方程 为 z= 二 ty 一 2. 设 M(x, xi); 
N(zx; syz). 

将 直线 方程 代 癸 ,整理 得 +3 y —4ty—2=0, 





人 
.. Yi T Y? 1 二 3 2122 t +3' 


|yi —y2 | = v (y, L yz) —4y yz 











Z ( 4t 
t +3 


_ [MEt 
Tri 


`. OM . ON= V6cot Z MON, 即 


) 


DAI e ION s MON 
[OM| + |ON | cos MON = EBLON 


S 


. OMI -+ |[OÑIsinZMON= (Š, 
| 2 
“» Saoun = 6. 


1 /24r t24 
而 Saou =Saæn T Saoen = > |OE] * |y =y l SA E Fa 


24 +24 "EE 
A 36 整理 得 :一 


解 得 t= +/3,sk t=O., 
故 直 线 m 的 方程 为 
KER +2 s y= u -8 


rÑ 





y= 2y3 :或 工 一 一 2， 


A i. OÑ=o. 
所 以 所 求 直 线 方 程 为 
y= 3 Bat, 或 y -— 25 a r= —2. 


【 解 后 感言 】 W MN 与 x šh # 5 pEARLI., 
而 解法 三 设 参 数 时 ,将 斜率 上 的 倒数 设 为 参数 1:，, 有 效 回避 了 分 类 讨论 ， 这 是 回避 斜 
率 上 不 存在 的 一 种 方法 技巧 . 


zç E MA E 





解 题 秘 言 ;对 “是 否 "“ 能 否 ”"“ 试 判断 ”等 类 型 的 探究 性 问题 , 常 是 假设 , 题 断 的 
结论 成 立 , 进 行道 推 , 找 出 结论 成 立 需要 的 某 些 条 件 ,或 推出 子 盾 否定 结论 A, 
问题 正面 推进 难以 成 功 时 , 则 从 反面 人 手 , 即 常 说 的 正 难 则 反 的 思维 方式 ， 


WD 2008 年 虹 西 高考 理 ，T20) 已 知 抛物 线 C;? 一 2 ,直线 y 一 hz 十 2 交 
C 于 A.B 两 点 ,M 是 线段 AB 的 中 点 ,过 M 作 z 轴 的 垂 线 交 C T N. 


(本) 证 明 , 抛 物 线 C 在 点 N 处 的 切线 与 AB 平行 ; 
(T) 是 否 存在 实数 有 使 RN 入 .和 N 关 一 0 , 若 存在 , 求 上 的 值 ; 若 不 存在 ,说 明理 由 ， 














【规范 解析 】 ( | ) 如 图 , 设 ACX „2zi ) , B(zx; ys Y 
把 y= kz+ 2 代入 dia 得 2 区 —kr—2=0, 


由 上 书 达 定理 得 z, + z; = miza = —1, 


. pons — 1 +m 
s». TN IMT 7 





K L Ui 


k 
4 ' 


.NN 点 的 举 标 为 (上 ,和 )， 


= |= 


F- 
设 抛 物 线 在 点 N 处 的 切线 1 的 方程 为 y 一 后 一 m(zx 一 


将 y 一 2z 代入 上 和 式 得 2z —mr +7- E =0, 
"直线 1 与 抛物 线 C 相 切 ， 

,2 ofmk k 
.. A= m s (= Í H: 
“m=k,Bp ¿/ AB. 

( 卫 ) 解 法 一 :假设 存在 实数 上 ,使 NA。NB=0, 则 NA_LNB， 


又 "MM 是 AB 的 中 点 , ,|MN| =+lABI. 


Z \ =m —2mk+ kt = (m—k)’= 


由 ( 工 ) 知 yu= y: +y) =- (km. Fatin 195 


1 _ l (É \ E 
=z [kr +z) +4]J=+>(%+4)= t 


k’ k k +16 
MN Lr, IMN|=|yu—y |= tgn — 


x. |AB| = ,十 下 | z, — r; | = s 148 s Crit ax) — ÅT z+ = /1 +Ë " 


RI S ET = EFI FI. VE FIE. 


nEri — VETI. VETIG, 
解 得 ia 
即 存 在 上 二 土 2, 使 NA 。NB=0. 
解法 二 :证 明 :(1) 如 图 Z ACT; We , B(x; NE PD FE JE y=kxr+2 代入 y= 2z° 
得 2r 一 krI 一 2 二 0， 


由 韦 达 定理 得 rn = mz 一 一 1， 











站 o mtt: k 
z == 4 


aN AERA (EE). 





yy 一 272 2. y =A. 


,抛物线 在 点 N 处 的 切线 ! 的 斜率 为 4X =, 
“tl AB. 
(2) 假 设 存 在 实数 ,使 NA ,NB=0， 


由 (1) 知 NA 一 (n-En E) ,NB=— (zs 一 上 ,2z4* 一 所 ) , 则 | 


NA. NË= (a=) (一生 ) 十 (2m2 =£) (22-5) 


Hatra) ek) 
和) a) [lati e] 


p? 
=| zz 一 全 (zi partiji | 1+4zi ze +k: taD tE | 


-1-4 x4 +E): [1+4X (一 D+hX 各 + 与 | 


sj= wC -3+Ž p )= =0, 


-1- <o, 


-. 一 3 十 立 尼 一 0, 解 得 k= +2. 
BE k= +2,18ëNÀA - NB=0. 


LE 已 知 f(z) 一 学 (xER) 在 区 间 [一 1,1] F 38 PS 3. 


DREM a 的 值 所 组 成 的 集合 A 
DREF z 的 方程 1(z)= 二 的 两 根 为 zi，,zs. 试问 :是 否 存在 实数 mn, 使 得 


不 等 式 m + im+ 12 |z: — x; | 对 任意 aC A 及 ;E[ 一 1,1] 恒 成 立 ? 若 存 在 , 求 出 m 
的 取 值 范围 ; 若 不 存在 ,请 说 明理 由 . 


4 十 2axz 一 2z _ —2(z —ar—2) 
RI CL) (= Caray G F2) 


pa F(z) 在 [一 1,1] 上 是 增 函 数 ， 
“(7) 之 0 对 xEL[ 一 1,1] 恒 成 立 , 即 
x? —ax—2 <0 对 xE[ 一 1,1j 恒 成 立 . 中 
设 plr)= xf — ar72, 

_ (D) =1—a—2<0 
(方法 一 ) M 二 


“对 xXE[ 一 1,1]， epee 
s A= {a| —1=<a=1;. 








&—1=<a=1. 








(方法 二 ) 

aM a 
p(—1)=1+a—2<&0 \p(1)=1—a—2<0 

&⁄0=<a=1 8 — 1<%a<0 

一 ] 志 a 过 1, 

“对 xzE[ 一 1,1],f(z) 是 连续 函数 ， 

s A=(a| —1Sa<1). 


(I H2 





= 二 一 一 :得 天 一 az 一 2 一 (0 


"A= a° +8—>Ü0, 
Stort 是 方程 x 一 ax 一 2 二 0 的 两 不 等 实 根 ， 
tı Ft =a 


Š È 


Tl? = 一 2 


从 而 [zt 一 zs |= yla Far) —4ziz) 一 Va: 十 8 

Yilga, A [ea —z |= Va +8=<¿3. 

要 使 不 等 式 m +tim+ 12 |z —z; | 对 尾 意 aEA 及 tE[ 一 1,1] 恒 成 立 , 当 且 仅 
当 m +tm+ 123 对 任意 1€E [一 1,1j 和 恒 成 立 , 即 

mi’ 十 tm 一 2 之 0 对 任意 iEL 一 1,1j 恒 成 立 ， D 

É g) =m° +tm—2= mt+ (m° — 2) 

g(—1)=m°—m—2>0, 

iaaiiai G u ba kha 

Sm? 或 m= —2. 

存在 实数 m ERFA mw 十 tm 十 1 之 |x1 一 xs | 对 任意 aE€A 及 1EL[ 一 1,1j] 恒 
成 立 , 其 取 和 值 范 围 是 {mm 之 2 或 m 夺 一 2). 

(方法 二 ) ” 当 m 二 0 时, 包 显 然 不 成 立 ， 

当 mÆ0 时 ， 

m> 0, 

oo =m 一 了 一 2 之 0 
mÜ, 

R PT 

m2 或 m= — 2. 

EKM m ERFA m* +tm+1> |z T | 对 任意 a€ A K 上 入 [一 ] ;1] 恒 
成 立 , 其 取 值 范围 是 {mm 之 2 或 m<- —2). 

【 解 后 感言 】 这 里 就 是 从 假设 不 等 式 m im+12 |z, —z; | 对 任意 aEA 及 
€e[—1,1] k. 3 H X 3 AT 8 fh. 











解 题 秘 言 ,对 于 有 些 探究 题 ,其 变化 趋势 一 时 无 法 探究 得 清楚 ,我 们 可 以 通过 是 
设 条 件 进行 若干 数据 实验 ,然后 进行 分 析 、 判 断 , 或 用 不 完全 归纳 法 作出 某 种 猜测 ， 
最 后 予以 证 明 你 猜测 结论 的 正确 性 . 

这 种 方法 与 前 面 的 观察 推测 有 某 种 类 似 之 处 ,但 较 之 那里 的 探究 层次 要 高 , 且 
多 不 是 简单 的 观测 就 能 猜测 出 结论 ,这 里 的 结论 的 猜测 多 需要 进行 更 深层 次 的 数据 
探测 实验 方 能 有 所 眉目 . 

WD (2oo7 年 湖 夫 高 考 蛙 ，T15) 将 杨 餐 三 角 中 的 厅 数 换 成 1" 偶数 换 成 0， 


得 到 如 下 图 所 示 的 0 一 1 三 角 数 表 . 从 上 往 下 数 ,第 1 次 全 行 的 数 都 为 1 的 是 第 1 
行 ,第 2 次 全 行 的 数 都 为 1 的 是 第 3 行 ,… 第 ? 次 全 行 的 数 都 为 1 的 是 第 
行 ; 第 61 行 中 1 的 个 数 是 I 


第 1 行 1 1 
第 2 行 iOi 
第 3 行 L $ T 3 
第 4 行 J 0 0 0 1 


第 1 次 全 是 1 第 1 行 

第 2 次 全 是 1 第 3 行 

第 3 次 全 是 1 第 7 行 

可 猜 第 严 次 全 是 1 是 2 一 1 行 . 

X n= 二 6 时 , 即 第 6 次 出 现 全 是 1 是 第 63 行 . 
可 知 第 62 行 必 是 1 个 1,1 个 0 交替 出 现 ， 
则 第 61 行 必 是 2 个 1,2 企 0 交替 出 现 . 印 
第 61 行 1100 1 10 0 = 
第 62 行 10101010 1 

第 63 行 11 1 1 1 1 1 1 1 

第 61 行 共 62 个 数 . 

jp 38 = f W R.B 38 b 1. 


则 第 61 行 中 0 的 个 数 是 到 二 一 30. 


因此 1 的 个 数 是 62 一 30 一 32. 
【答案 】 2" 一 1;32 


1 





Hd 设 {a EZ 12: +-2:|0= s—<t, H. s | t C€ Z) 中 所 有 的 数 从 小 到 大 排列 
成 的 数列 , 即 a, =3,a, =5| a, =6,a,=9,a, =10,aÍ  =12,"="., 
将 数列 {a,} 各 项 按 上 小 下 大 , 左 小 右 大 的 原则 写成 如 下 的 三 角形 数 表 : 


( 工 ) 写 出 这 个 三 角形 数 表 的 第 四 行 ,第 五 行 各 数 ; 

DR igp- 

【思路 探索 】 为 了 探讨 数列 各 项 的 规律 ,首先 我 们 依照 {a,) 的 定义 ,来 研究 一 
下 三 角形 数 表 各 项 是 怎样 得 来 的 . 


邻 s=0,t=1 得 二 2 十 2! 二 3， 
s=0,t1=2 得 好 一 2 十 2 一 5， 
5 一 ] ,上 一 2 得 a5? 422 —=6, 
5 一 0 一 3 得 da 一 2 十 2 一 9， 
s=1,t=3 得 a, =2!' 十 2 =10, 
s=2,t=3 得 a=? 2° =12, 
s=0,t—=4 得 aÍ =2 十 2 一 17， 
s=1,t=4 得 as 一 和 2 十 2 一 18， 
3 一 2 一 4 得 加 一 名 十 好 一 20， 
5 一 3 一 4 得 ai 一 2 十 2 一 24， 


CEE E S E T a a a 


因此 ,我 们 就 清楚 了 三 角形 数 表 中 各 行 数 据 的 来 龙 去 脉 了 . 
【 解 】 (了) 第 四 行 中 的 4 个 数 ( 令 1 二 4,s 二 0,1,2,3) 为 ，; 

17,18,20,24. 
第 五 行 中 的 5 个 数 (t 二 5,s 二 0,1,2,3,4) 为 ， 

 33,34,36,40,48 
( 卫 ) 依 上 我 们 已 知道 数列 {a,) 的 呈现 规律 . 
设 aio 为 第 七 行 的 某 一 个 数 , 则 三 角形 数 表 中 从 第 工行 到 第 :一 1 行 中 已 有 的 项 
数 为 





1 十 2 十 3 十 … 十 (一 了 一 村 tt 一 1)， 


满足 广 1(1 一 1) <100 的 最 大 整数 :二 14, 即 前 13 行 中 已 有 让 X14X 13=91 项 . 


于 是 aim 处 在 第 14 行 的 第 9 个 元 素 . 即 $s 二 8,t= 14., 
故 a, = 二 2 十 2 一 16640， 









【 解 后 感言 】 这 是 一 道 仅 需要 用 到 高 一 集合 的 概念 和 简单 数列 的 基本 知识 就 


可 以 解决 的 高 者 压轴 题 . 其 中 数据 的 实验 归纳 充分 体现 了 "做 数学 "味道 ,是 一 道 值 
得 回味 的 高 考 探究 性 试题 . 


= 


to 


= 


an 


= 


. (2008 年 江西 高 考 文 。T22) 已 知 抛物 线 y= Z 和 三 个 点 


实战 秘 修 十 九 


, 已 知 二 次 函数 f(x) 二 ax? 十 bx 十 c. 车 a 之 6 汪 c 且 (1) 二 0, 是 否 存在 实数 m, E1 


当 f(m)—=—a 成 立时 ， 
F(m 十 3) 为 正 数 ? 若 存 在 ,证 明 你 的 结论 ;车 不 存在 ,请 说 明理 由 . 


, Ba 为 函数 f (z)=(1--2z)(1+2°z)(1+2 zx) + = + AFD RRA. r 的 


系数 , 间 是 否 存 在 常数 a,6, 使 对 于 不 小 于 2 的 任何 自然 数 n 8413 
有 


3 
成 立 ? 证 明 你 的 绪论 ， 
侧 棱 长 为 e 的 正四 楼 锥 是 否 存在 体积 的 最 大 值 ? 如 果 存 在 , 求 出 这 个 值 ; 如 有 果 不 


存在 ,说 明理 由 . 


, (2007 海南 .宁夏 , 理 19) 在 平面 直角 坐标 系 xOy 中 ,经 过 点 (0,V2) 且 斜率 为 不 的 


直线 与 椭圆 于- 十 六 二 1 有 两 个 不 同 的 交点 和 Q， 


(1) 求 上 的 取 值 范围 
(2) 设 椭圆 与 + 轴 正 半 轴 、y 轴 正 半 轴 的 交点 分 别 为 A、B, 是 否 存 在 常数 ,使 得 
PROP+O005AD3E2R) 如果 存 在 , 求 值 ;如 果 不 存在 ,请 说 明理 由 . 


. (2007 湖北 , 理 19 文 21) 如 右 图 ,在 平面 直角 坐标 系 rOy y 


中 ,过 定点 C(0,p) fE R # 5 0 BR x* = 2py( >H 
FABA. 

(1) 车 点 N 是 点 C 关于 坐标 原点 O 的 对 称 点 ,求人 ANB 
面积 的 最 小 值 . 

(2) s f fE E BL T y 轴 的 直线 1, 使 得 1 被 以 AC 为 直径 
的 圆 截 得 的 弦 长 恒 为 定 值 ? 若 存 在 , 求 出 /的 方程 ; 寿 不 
存在 ,请 说 明理 由 . 


Mln sw) .PO NW) .N(— zo 34) (b 2223 >0);, 过 点 M 
的 一 条 直线 交 抛 物 线 于 A.B 两 点 ,AP、BP 的 延长 线 分 别 
交 抛物 线 于 点 E.F. 

(1) 证 明 玉 .FN 三 点 共 线 ; 

(2) 如 果 A, B.M N 四 点 共 线 , 问 : 是 否 存在 yo ;使 以 
线段 AB 为 直径 的 圆 与 抛物 线 有 异 于 A、B BJ 36 SA? 
如 果 存 在 , 求 出 yo 的 取 值 范围 ,并 求 出 该 交点 到 直线 
AB 的 距离 ; 若 不 存在 ,请 说 明理 由 . 
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7. (2008 年 辽宁 高 考 理 。T22) 设 函数 fa) = TE —Inz-+- In(z+1). 


( 工 ) 求 f(z) 的 单调 区 间 和 极 值 ; 
([) 是 否 存在 实数 a, 使 得 关于 r 的 不 等 式 有 (x) 之 a 的 解 集 为 (0, 十 ce)? EF 
在 , 求 a 的 取 值 范围 ;车 不 存在 , 试 说 明理 由 . 

8. 如 右 图 ,已 知 平行 六 面体 ABCD 一 ABC D, 的 底面 AB- 


CD 38, B. ZC,CB= ZC,CD= 人 BCD. 当 的 值 为 


多 少时 ,能 使 A.C | 平面 C, BD? 并 给 出 证 明 . 

9. 如 下 图 ,已 知 AB 是 抛物 线 y: —=2pzr(p>0)B8 3 3JJ 9k , R. 
弦 AB 与 工 轴 交 于 点 @,L 是 抛物 线 的 准 线 ,AA4, LFA., 
BB, Li =+ Bi, 试 求 A.Q | B. Q 的 一 个 充 要 条 件 ， 








10. 已 知 {a,) 是 首 项 为 2. 公 比 为 方 的 等 比 数列 ,S, 是 它 的 前 ” 项 和 . 问 是 否 存在 正 
WR c 和 有 ,使 得 > 2 成 立 ? 


EI; 


= 


已 知 图 数 A(x)=a eF 的 图 象 过 点 各 (4. ) 8 B(5,1). iU a, = log; f(n) sa 


ERA {an HIRT n MA. 
(1) 解 关于 正 整 数 n HAFA aS, <0; 
C2) 整数 104 是 否 为 数列 {a,S,} 中 的 项 ? 若是 , 则 求 出 相应 的 项 数 ; 若 不 是 , 则 说 
明理 由 . 

12. 直线 1: y= 二 kzx 十 1 与 双 曲 线 C:2z’ 一 y 二 1 的 右 支 交 于 不 同 的 两 点 A,B. 
(1) 求 实数 上 的 取 值 范围 ; 
(2) 是 否 存在 实数 ,使 得 以 线段 AB 为 直径 的 圆 经 过 双 曲 线 C 的 右 焦点 fF? # 
存在 , 求 出 上 的 值 , 若 不 存在 ,说 明理 由 . 

13. 设 A,B 是 椭圆 3x 十 y = 二 A 上 的 两 点 ,点 N(1,3) 是 线段 AB 的 中 点 ,线段 AB 的 
垂直 平分 线 与 椭圆 相交 于 C. D 两 点 ， 
(1) 确 定 4 的 取 值 范围 ,并 求 直 线 AB 的 方程 ; 
(2) 试 判断 是 否 存 在 这 样 的 4, 使 得 A,B,C,D 四 点 在 同一 个 加 上 ? 并 说 明 
理由 . 


16. 


17; 


J 


18. 


14. 


. (2007 年 江苏 ,20) 已 知 {a,} 是 等 差 数 列 , {5b} 是 公 比 为 9g BF ERA a = b > 






如 右 图 ,P 一 ABC 是 底面 边 长 为 1 的 正三 楼 锥 ,D,E,F 
分 别 为 楼 PA ,PB,PC 上 的 点 ,截面 DEF/ 展 面 ABC, 
HBS DEF 一 ABC 与 棱锥 也 一 ABC 的 楼 长 和 相等 (楼 
长 和 是 指 多 面体 中 所 有 楼 的 长 度 之 和 ). 

(1) 证 明 :P 一 ABC 为 正四 面体 ; 


(2) 若 PD== 志 PA, 求 二 面 角 Dp 一 BC 一 A 的 大 小 ;( 结 果 


用 反 三 角 函 数值 表示 ) 
(3) 设 棱 台 DEF 一 ABC 的 体积 为 V ,是否 存 在 体积 为 V 且 各 楼 长 均 相 等 的 直 平 
行 六 面体 ,使 得 它 与 棱 台 DEF 一 ABC 有 相同 的 楼 长 和 ? 若 存在 ,请 具体 构造 出 
这 样 的 一 个 直 平 行 六 面体 ,并 给 出 证 明 ; 若 不 存在 ,请 说 明理 由 . 


a, =b Æa. W S, 为 数列 (b.,) BJ BU n MA. 

(1) b, =a, (m k 是 大 于 2 的 正 整 数 ) ,求证 :Si =(m— l)a. 

(2)3 b =a; lG ERA ERZO R UE: q 是 整数 ,有 目 数列 {5,} 中 的 每 一 项 都 是 数列 
(a, ) 中 的 项 . 

(3) 是 否 存在 这 样 的 正 数 g, 使 等 比 数列 {5,} 中 有 三 项 成 等 差 数列 ? 着 存在 , 写 出 
一 个 q 的 值 ,并 加 以 说 明 ; 若 不 存在 ,请 说 明理 由 . 

已 知 定点 A( 一 2, 一 4) ,过 点 A 作 倾斜 角 为 45" 的 直线 1 交 抛物 线 y —2pz( p> 0) 
于 B,C 两 点 , 且 |AB|,|BC|,|AC| 成 等 比 数列 . 

(1) 求 抛物 线 方程 

(2) 在 (1) 中 的 抛物 线 上 是 否 存在 点 D, 使 得 1DB| = 1DC| 成 立 ? 如 果 存 在 , 求 出 
点 万 的 坐标 ;如 果 不 存在 ,请 说 明理 由 . 

已 知 椭圆 C 的 中 心 在 原点 , 左 焦点 为 Fi ,其 右 焦点 F; 和 右 准 线 分 别 是 抛物 线 
二 一 9z 十 36 的 顶点 和 准 线 ， 

(1) 求 椭圆 C 的 方程 ; 

(2) 若 点 PP 为 椭圆 C 上 的 一 个 动 点 ,; 当 和 人 FPF， 为 钝 角 时 , 求 点 卫 横 坐标 的 取 
值 范围 ; 


(33 UW C 的 焦点 为 焦点 的 棋 图 方程 为 五 十 占 一 1(a>b>>0). 当 0<e< 


时 ,在 该 椭圆 上 能 否 存 在 点 M, 使 人 FiMF; 为 钝 角 ? 若 存在 , 求 出 扩 M 的 坐标 ; 
车 不 可 能 存在 ,请 说 明理 由 . 

已 知 数列 al ,as i a, ,其 中 asa aw 是 首 项 为 1, 人 和 公差 为 1 的 等 差 数 列 ;aio， 
G, s" sag 是 公差 为 d 的 等 差 数 列 ; a, sa, Ü tt aao 是 公差 为 d° 的 等 差 数 
列 (d 关 0)， 

(1) dsg 二 40, 求 d; 

(2) 试 写 出 apk F d 的 关系 式 , 并 求 aae 的 取 值 范围 ， 

(3) 续 写 已 知 数列 ,使 得 dag yG "rT sgn 是 公差 为 d 的 等 差 数 列 | """ ,依次 类 推 
把 已 知 数列 推广 为 无 穷 数 列 . 提出 同 (2) 类 似 的 问题 ((2) 应 当 作为 特例 ) ,并进 
行 研究 ,你 能 得 到 什么 样 的 结论 ? 


v2 
2 











实战 秘 修 十 九 答 案 与 提示 
1. H f(1)=a+b+c=—0 R a2>b>c 8 a>0,c>0. 
又 1 是 f(z)==0 的 一 个 根 , 即 a+-p+-c=0. 记 另 一 个 根 为 x, 则 er < 
"abc, b= —a—c, +. aD>-—a—c>c., 
“.—2a <Í, B| —2< —<9. 人 
假设 存在 实数 mw, 使 fam) = —a 成 立 , 则 由 一 ,1 是 f(z) 的 两 根 有 
S = > 
fm) =a(m——)(m—1)=—a<0, | sEm]. 
从 而 三 十 3<m 十 3， we Tas, tl: 


又 f(x) 在 (1,cco) 上 单调 递增 ， 
n f(m+3)>>2/(1)=0. 满足 条 件 的 实数 m 存在. 


2, 假设 存在 ab W f,(z)=(1+2x)X1+2°z)=1+6zx+38zx ,z° 项 的 系数 为 8， 


"a= (ab) =8 

X. f. (z)=34-14z+56z°+64zx* 中 z 项 系数 为 56， 
"as =E (4—1) (8a +b)=56 

联 立 中 ,名 得 a 二 1,6= 一 1， 

WOW a, 一 3(2" 1! 一 1)(2" 一 1 


再 用 数学 归纳 法 证 明 ( 注 意 f(z) 的 一 次 项 系数 为 ， 
e en ea a a 






D 


D 


.存在 a 二 1,6 二 一 1, 对 于 不 小 于 2 的 任何 自然 数 na =Sam- 


成 立 . 


3. 设 正四 棱锥 任 一 侧面 的 顶 角 为 20,0 € CER , 则 正四 楼 锥 底 边 为 2asin0, 侧面 上 


顶点 到 底 边 的 斜 高 为 acosp, WI 
he =a V cos 0— sinh, Ve — a" sing y cos 0— sin 0. 


i y= sin° 0 / cos" 0— sin” 0, i 


P "v sin 0+ sin 0+ (cos*0—sin'0) | 1 
= sint ĝl cos" 0— sin” 0) < RK i = 7: 


A qaw NEO, 


< 


4. (1) 由 已 知 条 件 ,直线 IEH y=kz+J2, 


.解法 一 ;(1) 如 右 图 , 依 题 意 ,点 N 的 坐标 为 N(0,—p), B 






RAMETERS + kz 2 = 


E HR a 2 /2kz=+1=0. (D 
直线 | SIN S DW T AF188932 P MQ 等 价 于 
A=8k —4( E HR) = 4 —22>0, 


ET WRIN0SIS2C— co, — UE, +o). 
(2) 设 P(x yy) ) ,Q( =>; „y2? , 
则 OO 十 O66= (z, + x; + 31 +yz). 


4 2k 
HFE, tamra W 


X. yı Hy =klri Hr) t22, D 
而 A(V2,0),B(0,I) AB=(—/2,1), 

所 以 G 志 十 [着 与 A 方 共 线 等 价 于 xti + r+ 一 — 2 (yı +y) EQ @ Š A E Ñ, # 
m=i., 


由 (1) 知 < — 2 R k> 并, 故 没有 符合 题 意 的 常数 


W ACT: ;Yy1) B(x ,ys ) ,直线 AB 的 方程 为 y=kx+ p, 与 


r =? N 

ssp 联 立 得 | PI wk yi Z —2pkr — 2p, 
y=kzx+ p. 

=, 


由 韦 达 定理 ,得 aiio 
F Saas 一 SABCN T SAACN = * 2p| z 一 z | 





=p|z, —zx |= p y (z T za )° tAr 22 

=p VIP R FEP —2p / 12, 

2.3 k=0 Bt, (Saan min =2 /2 p. 

(2) 如 图 ,假设 满足 条 件 的 直线 1 存在 ,其 方程 y= a, AC 的 
由 点 为 O ,1 与 AC 为 直径 的 圆 相交 于 点 已 .Q,PQ 的 中 点 为 | 


H W| O'H | PQ,O/ 点 的 坐标 为 (到 ， xP), 4 
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“IOP|=51AC|=5 Vn Ty p: 

-EV Tp 

“|IOH|= Ja— | =|2a 一 一 pl | 

. |PH|!1= |OP|*?—|O H|: 

=T HP) ayp) 

=(a—È)y, +alp—a), 

^ [PQ] = C]PH =a) y Hal p—a)]. 

Sa- =0, i a= ent PO =p HE WWE AE ! 存在 ,其 方程 
为 y= E BB 0428 ny 8 £ Br fE 00 E #9. 


解法 二 :(1) 前 同 解法 一 ,再 由 弦 长 公式 ,得 |AB| = /1+E |z, —z; |= VIFF + 
V (ai Fr) —drr = /1+Ë VAp' ki Te8p =2p /1TE - /E 2, 
又 由 点 到 直线 的 距离 公式 ,得 a= — Ë _ 





JITE 
— L E) “€ == Es + Š La 2 == 
JA i s Shanny 一 2 d» |AB| 了 2p V1 十 及 Vk - 一 一 
2p Vk 十 2, 


s. H k=O hh CShann min “ZZD. 

(2) 假 设 满足 条 件 的 直线 ! 存在 ,其 方程 为 y=a, 则 以 AC 为 直径 的 圆 的 方程 为 (z 
一 0)(z 一 ZT1) 十 (y 一 p)(y 一 >) 二 0, 将 直线 方程 y==a 代 人 ,得 zz? 一 zz 十 (a 一 p) 
(a—y)=0, 


则 A= xí? —4(a— p) (a—yi)=4[(a— T), -+-a(p—a)]. 
KAZ i 与 AC 为 直径 的 圆 的 交点 为 P(x ， Ys) , Q( zx, 34) : 则 有 | PQ] SG |z; — Ti 
= La- y ta(p-a)]=2, ay +a(p—a). 


令 o 一 分 =0, 得 o 一 分 ,此 时 1PQI 一 为 定 值 , 故 满足 条 件 的 直线 /存在 ,其 方程 


为 y 二 互 , 即 抛物 线 的 通 径 所 在 的 直线 









555 FU OKB ni RIE UE l w N 在 EF 所 在 的 直线 上 ;证 明 存在 
性 问题 ,可 先 假设 存在 ,再 根据 题 意 推理 论证 假设 是 否 成 立 , 
【规范 解析 了 (1) ALT „Ti ) B(x Te ) .E(xE sye) .F(zr » yr ) y 

ri— 2 





则 直线 AB HHEN y= aan) Hai, 

即 y— (=, 下 

因为 M( xo ; Yo ) 在 AB E, 

所 以 Yo = (ri T xe ) To — T Te D 





xi yo 
又 直线 AP 方程 :y 一 Ps z-- yo ° 


1 





2 
_ 4i Jo 
y= r+ yo EN 
| Tı ;得 本 





所 以 十 十 zz 一 也 二 >zre 一 一 加 ,ye 一 妆 ， 
Tı Ti l 
EM, = — 2 a 
T3 {p 


2 
T] + To Yo 
tT? Ziz 





所 以 直线 EF 的 方程 :y 二 一 ( 


令 r= -— zx ;得 y=— [ía Ta) To — y J. 
Tı £? 


将 四 代 人 上 式 得 y= y M N 点 在 直线 EF F, 
所 以 E.F.N 三 点 共 线 . 
(2) 由 已 知 A.B.M.N 共 线 ,有 ACC yry) B( Yoyo)» 
以 AB 为 直径 的 圆 方程 :好 十 (? 一 yo) = yo s 
E + (y— y)" = yo 
m =y 
得 y — (2y — Dyt yi Ye = 0, 
所 以 y= y y= x 1. 
要 使 圆 与 抛物 线 有 异 于 A,B 的 交点 , 则 y. — 120, 
所 以 存在 >l (E AB 为 直径 的 圆 与 抛物 线 有 相 异 于 A、B 的 交点 了 (zr，y7)， 
M) yr 二 一 1, 所 以 交点 T AAB 的 距离 为 


yo~ yr = yo (yT D=. 
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7, 解 析 CDF 一 一 _ l I -nz 


slt Q+ z 工 十 1 (lx) 
故 当 +€ C0,1) 时 , 广 (r) 汪 0,7E(, 十 co0) 时 ,了 (x)< 过 0. 
所 以 f(x) 在 (0,1) 上 单调 递增 ,在 (1, 十 co) 上 单调 递减 
由 此 知 f(r) 在 (0, 十 oo) 的 极 大 值 为 f(1) 二 ln2, 没 有 极 小 值 ， 
(H)( i )33 a=0 时 ,由 于 fos Hn o r 
T 

—In(1+z)++>[in(1T2) lnr] g 

lz i 
& X T zf) FR f(rz)2Zza 的 解 集 为 (0, 十 oo). 


(和 ) 当 a 之 0 时 ,由 fa Tq In (i+) 
/2 一 [十 In(1 十 芳 ) tP aaa, 


] = t 
且 有 mn(1 十 去 =: )<+ex < —1en>—og; (et —1). 





ln?" nln2 nln2 _ 2in2 
Nt IFAH nD nt 
2 
nica Sn >44], 


2 


REH mo 满足 m> — log (ef -D m> 4], B m22, 








则 f(2% = 2e ( 


1 十 2m 
即 当 a>0 时 ,关于 工 的 不 等 式 f(z)2>a 的 解 集 不 是 (0, 十 co). 综合 (| )( ii) 知 ， 
存在 a, 使 得 关于 工 的 不 等 式 1X) 之 a 的 解 集 为 (0,co),a 的 取 值 范围 为 (一 oo,01. 


1 a a 
2" ES 


8. 连接 AC 与 BD J T A O E C, O 


… 四 边 形 ABCD ERÉ, 
“BD | AC,CB=CD. 
-CCB=AC Cb, 
六 
-. C, B= C, D. 

又 “OO 是 线段 BD 的 中 点 ， 
“BD | C.O. 





- ASEAN re D A e 
E Yama F E EE E E S 2 Yai 
en e E PCP Cam m, P= sisan 






SPD EN AAGO DLAC 于 是 ， 从 使 A， CC | 平面 CBD, R S ACL 
C1D, 即 只 要 

CA, ， Ci 户 =0, 也 就 是 

o= (CB+ ch+ee) + (CH—co) 

_ Ch. CD-e) + (Cb+CG) + (CD—CC) 

= CB < (EBI -I0 D - cosZBCD+(|CD1: — |CC, 1) 
-dc . (CBlcosZBCD+ICDI + CC; |). 

m Cb = CCI C CBIcosZBCDzZ—|CDI—ICG |). 


go CP =] M,A CLEM G BD. 
CC, 


9. DRR DERI: 
如 果 A Qİ B.Q. ii kaa s ks Q= 1. 
it QCzxo 0), ACPE 2 pt), BCO ptz ,2pt: )， 则 


A. (—,2pn),B.(— o 2p). 


“A,Q,B 三 点 共 线 ， 


p 2 pt 
9 2 Li = 二 = 
To —2 pti 一 ma 一 kas = 2 pt; —2pt t; T 


解 得 z, = —2pt t. 
0—2bt, ， 0— 2 bt, 


故 一 1 一 上 q ` ka ao 一 
—2ph L + —2p i + 


化 简 得 t, t; = 一 二 


= Ë kus Qtzu,0) 重 合 于 抛物 线 的 焦点 (了 0. 


加 再 验证 充分 条 件 ; 
如 果 点 Q 重 合 于 抛物 线 的 焦点 , 则 由 定义 ,得 
IAA|=|QA|,|BB|=|1QB|, 
则 ZAA Q= LAQA, , / BB, Q= Z BQB,. X C A A// BI B, 
“180°= / B,BA+ ZA AB 
= =(180°—2/ BQB: )+ (180° —2 Z AQA, ), 
". Z BQB, + Z AQA, =90°. 





~^. LA: QB, —180°— (Z BQB, + Z AQA.) —90*. 
A.Q 1 B, Q. 
S DQ .A,Q I BiQ 的 一 个 充 要 条 件 是 弦 AB 与 x 轴 的 交点 Q 重合 于 抛物 


线 的 焦点 . 
(i) 

_ 1 

Š 








10. 由 已 知 得 S, = =4— M 


假定 存在 正 整数 C 和 上 ,使 得 不 等 式 - 2 成 立 ， 


C 


T: (#s-2)-s-2—2= -2 <0, 


即 只 要 > S, —2<c<S,. Q) 


4 


X S, —22>Si lr 


2 
下 整数 c 只 可 能 取 2 或 3. 
DH c=2 时 ,c= 二 5;, 则 不 等 式 吕 对 于 =1 不 成 立 . 


取 正 整数 >2, 则 也 5S, 一 2 之 也 5; 一 2 二 记 (2 十 1) 一 2 一 亏 >c, 则 不 等 式 对 于 


ERS & 之 2 也 不 成 立 . TE. cA. 
加 当 c=3 Hf., S =2,S, 一 3 ; 则 不 等 式 中 对 于 上 二 1 ,2 不 成 立 . 


取 正 整数 之 3, 则 也 5, 一 2 一 也 S; 一 2 二 也 (2 十 1 十 士 ) 一 2 二 巷 >c, 则 不 等 式 


DHFER S >23 也 不 成 立 . 于 是 c 关 3. 
综合 中 加 可 知 ,不 存在 正 整数 c 和 上 使 得 题 设 不 等 式 成 立 . 

11. (1) 可 求 得 f(x) 二 4 , 则 a, 二 2n 一 10, 则 S, 二 n(n 一 9), 故 a,S, 志 0 等 价 于 2n(n 
—5)(n—9)<0. 解 得 原 不 等 式 的 解 集 是 {5,6,7,8,9). 
(2)a,S,=64,a,S,=84,a,S,=72,a,S,=40;4 5n <9 BF ,a,S. <0;W4 10<n 
<22 Bj ,a S, <a,, S,,=9724<10%; n2223 B| ,a,S,Za,, S,,=11592>>101. 总 
之 ,10: 不 是 数列 ia,S,} 中 的 项 . 


一 4， 














13. 


12. 






(1) 将 直线 1 的 方程 y= 二 kz 十 1 代 人 双 曲 线 C 的 方程 2r 一 并 一 1 后 ,整理 得 


(有 一 2)22 十 28z 十 2 一 0 D 
依 题 意 , 直 线 1 与 双 曲线 C 的 右 支 交 于 不 同 两 点 ， 

k 一 2 天 0， 

A= (2k)? —8(Ë —2)2>0, 


故 >, 


=>. 
解 得 & BUR IH % B| —2<k<—2. 
(2) 设 A,B 两 点 的 坐标 分 别 为 (zl s V1 ) (=>, y2) ; 则 由 人 中式 得 


_ 2 
:| 


kr 


假设 存在 实数 &, 使 得 以 线段 AB 为 直径 的 圆 经 过 双 曲 线 C HARMA F(c,0), 


Mh FA FB f 
(z; —c)(zx —c)+ y, y: = 0. 
HI (z, —c)(z, —c) + (z, + 1) (kZ;; +1)=0, 
整理 得 
(有 十 1)2 z: + (E— c) (z: + x; y+ ë +1=0 


把 @ 式 及 = 贤 代 入 @ 式 化 简 得 
5k? +2 /6k—6=0. 


解 得 一 一 5 二 或 pie). 


可 知 a= 一 6 二 使 得 以 线段 AB 为 直径 的 贺 经 过 双 曲 线 的 焦点 


(1) 解 法 一 “” 依 题 意 ,可 设 直线 AB 的 方程 为 
y=k(z=—1)+3, 
RA 3r + y! =à, 9 BB4S 
(H3 —9k(k—3)z+ (k—3)* —A=0. 
设 ACz 六 ),B(z sy); 则 x1 + zo 是 方程 四 的 两 个 不 同 的 根 , 故 
A=4[A( +3)—3(k—3)' J>0, 
日 Pe a =AL 


H N(1,3) 是 线段 AB 的 中 点 ,得 

















ATE =l, G 3) =R +3. 
解 得 上 二 一 1, 代 人 名 得 ,4 二 12， 
即 4 的 取 值 范围 是 (12, 十 oo). 
于 是 ,直线 AB 的 方程 为 
y 一 3 二 一 (rz 一 1), 即 =+ y—4=0. 
解法 二 B Al sy) Blr: sy) MA 
3-1 yi FÀ, 
3 了 + y; = A, 
= 3(z —z;)(zi zi Cy — yz )(3y: + y; ) = 00, 
依 题 意 z, 2 xo, 
_ _ slr 十 zz ) 
yy ` 


 N(1,3) AB 的 中 点 . 
at Tr, =2, y F yr =6, 
从 而 ka = —1. 
又 由 NOA, DEMAK. 
“3X1 3 二 12， 
À 的 取 值 范围 是 (12, 十 oc). 
直线 AB 的 方程 为 y 一 3 一 一 (x 一 1); 即 =+ y—4=0. 
(2) 解 法 一 ““ CD t H E r AB, 
“直线 CD 的 方程 为 y 一 3 二 5 一 1, 即 x 一 y 十 2 二 0. 
代 人 椭圆 方程 ,整理 得 
4 十 4z 十 4 一 A 二 0, 3) 
M Chr; sy) s DEn, ey) CD APAA M C syo) M z, , z, J Jy F @ BJ PN Ta , 


ee a 十 x 二 一 ]， 


.. in 


日 一 万 (y 十 4) 一 一 方 ,yo 一 x0 十 2 一 廊 ， 


] 3 
即 WL ae): 
TE B 52 K 2: sÀ n[ 48 


ICp|= 1+(-+) + lrs- |= /2G—3 @ 


将 直线 AB 的 方程 x 十 y 一 4 二 0 代入 椭 图 方程 得 
4z°—8=z+16—A=0. © 


同 理 可 得 |4 刀 | Sy IHR + |z — ar | = /2GQ—12). © 









4 >12 PJ, V2 一 3)> /2GQ 12), 
“|AB|<ICDI. 
假设 存在 * 汪 12, 使 得 A,B,C,D 四 点 共 圆 , 则 CD 必 为 圆 的 直径 ,点 M 为 圆心 : 
点 M 到 直线 AB 的 距离 为 


1 3 _ 
| 本 十 了 4| 


q=- trl 342 D 
/3 万 2 


于 是 ,由 @,@,@ 式 和 勾 股 定理 可 得 


MAl: =|MB|' =d? + | Ë 








= 9 a——  azəsv = 
— 2 


` SE -| 
2 


H >12 时 ,A,B,C,D 四 点 均 在 以 M 为 圆心 ， = x 为 半径 的 圆 上 . 


( 注 ; 上 述 解 法 中 最 后 一 步 可 按 如 下 解法 获得 : 
A,B,C,D 共 圆 号 八 ACD 为 直角 三 角形 ,A 为 直角 
SIAN|I:= |CN| * IDN|, 


s (AB). (11-a) o 


由 @ 式 知 ,@ 式 左边 一 人 “ 


由 邮 和 包 知 ， 


®@ 式 右边 (20-3) (V203 3) 





ORRY, B A,B,C,D 四 点 共 图 . 

解法 二 ”由 (2) 解 法 一 及 4 二 12， 

“CD b B F 3 AB, 

“直线 CD 方程 为 y 一 3 一 z 一 ]， 

代 人 椭圆 方程 ,整理 得 4z 十 z 十 4 一 人 一 0. © 
将 直线 AB 的 方程 x 十 y 一 4=0 代 人 椭圆 方程 ， 

整理 得 4x 一 8zx 十 16 一 A 三 0. (> 
ROMO N4 


Ti, 


二 =E] 
— z aá 7 á 
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14. 





不 妨 设 
A(1+ 记 Vi 了 3,3 一 Vi 一 13)， 
Ba VA 一 3 3 一 YA 一 3 J. 
2 ° 2 
fe LE ai EA 
2 2 f 
ai Esa £ rara SSE F LE 
| 2 j £ 
pÀ= (2+ rs AT 
9 2 


HAT CA e DA=0, .A 在 以 CD 为 直径 的 图 上 . 又 B 为 A 关于 CD 的 对 称 
点 , AA,B,C,D I z t Bj. 

( 注 : 也 可 用 勾 股 定理 证 明 AC L AD) 

(1)“ 棱 台 DEF-ABC 与 棱锥 P-ABC 的 楼 长 和 相等 ， 

". DE+ EF+FD=PD+PE+PF. 

又 “截面 DEF // RH ABC, 

“. DE=EF=FD= PD= PE= PF, 

ZDPE= /EPF= /FPD=60", 

“， P-ABC 是 正四 面体 . 

(2) 如 右 图 , 取 BC 的 中 点 M ,连结 PM, DM, AM. H + p 

BC | PM,BC J AM, 所 以 BC | 平面 PAM, BC | DM, 
则 了 DMA 为 二 面 角 DBC-A W FEA., H d) A, P- 


ABC 的 各 楼 长 均 为 1, 从 而 PM—AM= 2 -t DIPA ， 
的 中 点 ,得 





a DMA = arcsin 3: 


(3) 存 在 满足 条 件 的 直 平行 六 面体 ， 
ië DEF-ABC 的 楼 长 和 为 定 值 6, 体 积 为 V. 设 直 平行 六 面体 的 校长 均 为 李 ， 


底面 相 邻 两 边 夹 角 为 a, 则 该 六 面体 楼 长 和 为 6, 体 积 为 于 sina 一 ， 


:正四 面体 P— ABC 的 体积 是 和 ， 





= < v< OLEV]. 


可 知 a= arcsin(8V). BERKA —- ,底面 相 邻 两 边 夹 角 为 arcsin(8V) 的 直 平 


行 六 面体 即 满足 要 求 . 
,(1) 证 明 : 设 等 差 数 列 的 公差 为 d, 则 由 题 设 得 a t d= aq, d= a, (q—1), 
Rq=1. 
H b, =a, fŠ bit ! 二 ai 十 (m 一 Dd， 
所 以 bg !—1)=(m—1)d4, 
S,_ 一 _ b (q ' —1) S (m—1)d 


] 


gA 


g—1 q 
= — =(m— l)a;. 
故 等 式 成 立 . 


(2) 证 了 明 :( 1 )q 为 整数 :由 5 二 a; bid =a T Gi 1)d, 
即 aig =a HC 1l)a (q—1), 

移 项 得 a (q+ 1)(q—1)=a (—1)(q—1). 

H a =b, Z:0,q2:1,48 q=i—2. f a HER. 

( i) 证 明 数 列 {6,} 中 的 每 一 项 都 是 数列 {a,) 中 的 项 : 

设 b 是 数列 {5b,} 中 的 任 一 项 ,只 要 讨论 n>3 的 情形 ， 

S bg" ! =a; +(k—1)d, BI aq" !—a, = (k—1)a(q—1), 


得 1+ 2+gtg te tg”. 


因 i 二 1 时 ,gq 二 一 1,g 十 十 … 十 为 一 1 或 0, 则 上 为 1 或 2; 而 
[天 2 ,否则 q=0,3F 8. 

当 ;223 时 ,g 为 正 整 数 , 所 以 上 为 正 整数 ,从 而 b. 5a. 

故 数列 {5,} 中 的 每 一 项 都 是 数列 {a,} 中 的 项 . 


(3) 取 中 Í sbh: =b q, b, =b g - 





3 
bi Hb =b (1 +g) =b, i+ (6>2) |=8 5—1D=2h, 


所 以 b, , b; D, 成 等 差 数 列 . 
16. (1) 直 线 1 的 方程 为 y 十 4 二 + 十 2, 即 y 二 zx 一 2, 将 其 代入 y =2pz 整理 为 
t — 22t p)r+ 4—Ü0. D 
T p>0, A A=4(2+ p)' —162>0. 
设 Blai syi) Clr yz) M z + z; =4+2p, z * Xs 一 本， 
“|AB|,|BC|,|AC| 成 等 比 数列 ， 
"|BC|:=|AB| * [AC]. 








x 

















ye 


“V2 |r 一 工 DE = /2(z t2) + /2(xz, 十 2)， 
整理 得 (zi Han — la Har) 5 zi —4=0. 
将 n tr = 4+2p,z, * n =4 RALAR p=—1. 
抛物 线 方程 为 y 一 2z. 

(2) 如 图 ,假设 在 抛物 线 y —=2x 上 存在 点 DG. ,x ) ,使 得 
| DB| = | DC| Rr. 记 线 段 BC PAN Eln sy) MDB] = 





| DC] 'DE | BC, 
> 
kp 一 kac l 
当 p=1 时 ,@ 式 可 化 为 地 一 bz 十 4 一 0. 
“a =E E 3, = r —2=1. 
yi = 2>, , 
hal D(z s 3 ) W W8 E Y3 = k | 
i 
| 
解 之 得 | 或 人 
y=2 [|= —4 


存在 点 DOC.DR DE, — H1] DB| = | DCR. 
(1) 抛 物 线 y= 二 一 9zx 十 36 二 一 9(zx 一 4) 的 顶点 为 (4,0), 准 线 方程 为 z 一 二 十 4 


_25 


设 酉 圆 方程 为 五 十 所 一 1(a>b>0), 则 有 c=4， 


D Pery) M Ph 一。 
“kasa 


N ° | PF, | =a+ez,=5+—=,. 


F |PF: | =a— er, =5— z 
N. .|F, F, | =2c=8, fE A. PF, F; H, 


16 £. 7 

_|PF Ë +|PF,|”—|F,F,|? _ 25 
本 2|PF,| ° |PF;,| ~ 16; 
l ; a 


cos F PF; 





“了 Fi PF, 是 钝 角 ， 





一 1 一 cos F, PF, 一 0, 即 一 1 一 


ni- eei, 


(3) 符 合 条 件 的 点 M 不 存在 .证 明 如 下 : 
EWR ZF: PF, = fit W M(x, y) , 则 有 


=+ =c, 
(a — er ta yO—a (a —c), 
消去 y 整理 得 de ca. 
假设 存在 点 MZF MF: 为 钝 角 , 则 有 
= EEEo, 


"a 220, 2 7>0, 7.2 —a>0. 
e 1 
.. 2x“ >a "EZ > ` 


.. < >, ml ,这 与 已 知 < < RH. 


-. 4 0< < Y N FERMERE M (EZF, MF: Nt ft. 


18. (las =10,a„ =10+104=40, ^. d=3, 
(2)aw =a +10d? =10(1+d +d’) (dz0). 
š —_ 1f, 3 
:aa 一 10| (a+ ) + |， 
= dE (—c° ,0) U (0 ,十 cc 时 ,as E [到 ,+ | 


(3) 所 给 数列 可 推广 为 无 穷 数列 {a,) ,其 中 m ,4a:，… ,aw 是 首 项 为 1, 公 差 为 1 的 
等 差 数 列 I n=1 时 ,数列 diin a10,+1 relon 是 公差 为 d" 的 等 差 数 列 . 研 
究 的 问题 可 以 是 , 试 写 出 aoa 关于 d 的 关系 式 , 并 求 aoai 的 取 值 范围 . Bf 
究 的 结论 可 以 是 ;由 a 二 ayw 十 10d’ 二 10(1 十 d 二 df 十 qd )， 


依次 类 推 可 得 
za， =10(1 十 d 十 *… 十 d") 





|== P: 
-1 —— 41, 
lO(n+1). d=1. 
当 d> 0 时 "otnt1) 的 取 值 范围 为 (10 ,十 ce ) 等 . 











普通 高 中 数学 课程 标准 (实验 ) 在 基本 理念 中 指出 :“ 开 展 数学 应 用 的 教学 活动 
符合 社会 需要 ,有 利于 激发 学 生 学 习 数 学 的 兴趣 ,有 利于 增强 学 生 的 应 用 意识 ,有 利 
于 扩展 学 生 的 视野 ,”“ 高 中 数学 课程 应 力求 使 学 生体 验 数学 在 解决 实际 问题 中 的 作 
用 、 数 学 与 日 常生 活 及 其 他 学 科 的 联系 ,促进 学 生 逐 步 形成 和 发 展 数学 应 用 意识 , 提 
高 实践 能 力 . "这 一 基本 理念 在 历年 的 高 考试 题 中 也 早 就 得 到 应 用 和 贯彻 ,使 数学 应 
用 成 为 高 考 的 热点 问题 之 一 . 
一 、 函 数 与 不 等 式 的 应 用 











解 题 秘 言 : 由 于 函数 和 不 等 式 应 用 的 广泛 性 与 工具 性 ,因此 ,数学 应 用 的 计 多 问 
题 都 能 与 函数 和 不 等 式 发 生 联 系 . 


(每 短 ” 某 厂 生产 某 种 零件 ,每 个 零件 的 成 本 为 40 元 ,出 厂 单价 定 为 60 元 .该 


三 为 鼓励 销售 商 订购 ,决定 当 一 次 订购 量 超过 100 个 时 ,每 多 订购 一 个 ,多 余 的 全 部 
零件 的 出 厂 单价 就 降低 0.02 元 ,但 实际 出 厂 单价 不 能 低 于 51 元 . 

(IT) 当 一 次 订购 量 为 多 少 个 时 ,零件 的 实际 出 厂 单价 降 为 51 元 ? 

(H ) 设 一 次 订购 量 为 工 个 ,零件 的 实际 出 厂 单价 为 王 元 , 写 出 函数 P= f( z) 
REN: 

( 芽 ) 当 销售 商 一 次 订购 500 个 零件 时 ,该 厂 获得 的 利润 是 多 少 元 ?如果 订 购 
1000 个 ,利润 又 是 多 少 元 ? (工厂 售 出 一 个 零件 的 利润 = 实际 出 厂 单价 一 成 本 ) 

【 解 】 (了) 设 每 个 零件 的 实际 出 厂 单价 恰好 降 为 51 元 时 ,一 次 订购 量 为 To 


_ 60—51 
个 , 则 za =100+— 这 550. 


故 当 一 次 订购 量 为 550 个 时 ,每 个 零件 的 实际 出 厂 单价 恰好 降 为 51 元 . 
(JI ):`4 0< z= 100 BF, P=60; 





ca 


当 100<z< 550 hf, P=60—0. 02(z=—100) =62— 5g? 


当 x550 Bf, P= 51. 
故 P= 二 f(z) 的 表达 式 为 










P= fG)=<4 62— ZS (100<1<550, zE N) 
51 (z2>>550,z€ N) 
(Dig Ga TAEA z BT, T.J 3KR4S093109 L 元 , 则 
20x (0<— z=.100,z€ N) 
š 
L=(P—40)r= = (100<z<550,z€ N) 
ilz (z>550,z€ N) 


当 z 一 500 if, L=6000; 2 z=1000 时 ,L=11000. 

故 当 销 售 商 一 次 订购 500 个 零件 时 ,该 厂 获 得 的 利润 是 6000 元 ;如 果 订 购 
1000 个 ,利润 是 11000 Jù. 

【 解 后 感言 】 产品 的 销售 利润 青 定 是 产品 的 函数 关系 ,这 里 产品 的 出 厂 单 价 及 
销售 利润 与 产品 数量 xz 都 是 成 分 段 可 数 关系 ,函数 关系 式 建 立 得 正确 与 否 ,直接 关 
系 到 最 后 实际 计算 的 正确 性 . 


C 共 单 位 用 木料 制作 如 图 所 示 的 框架 ,框架 的 下 部 是 边 


长 分 别 为 rz,y( 单 位 ;m) 的 矩形 ,上 部 是 等 腰 直 角 三 角形 ,要 求 框 架 转 
成 的 总 面积 为 8 m, ry 分 别 为 多 少时 用 料 最 省 ? (精确 到 了 
0.001 m) 


【 解 】 由 题 意 得 yty e gT 








z 
4 _ 8 z 
s (0<z—4 /2). 


T 


于 是 框架 用 料 长 度 为 


=2zt2yt2 (2)— (7H) >t 6 十 42. 


当 ( 也 +V3)z 一 站 , 即 zx 一 8 一 4YV2 时 等 号 成 立 ; 


Et, r2. 343, y= 2 /2=s2, 828. 

故 当 工 为 2.343 m,y X 2.828 m 时 ,用 料 最 省 . 

[REBRE] 求 最 值 是 数学 应 用 问题 的 常见 问题 ,也 是 解决 实际 问题 的 意义 之 
所 在 ,这 里 是 用 重要 基本 不 等 式 来 求 最 值 . 


B3 某 段 城 铁路 线 上 依次 有 A,B,C IW ,AB=5 km, BC 一 3 km. 在 列车 











时 12 分 到 达 C 站 . 在 实际 运行 时 ,假设 列车 从 A 站 正点 发 车 ,在 B 站 停留 1 分 钟 ， 
并 在 行驶 时 以 同一 速度 v km/h 匀速 行驶 ,列车 从 A 站 到 达 某 站 的 时 间 与 时 刻 表 上 
相应 时 间 之 差 的 绝对 值 称 为 列车 在 该 站 的 运行 误差 
( 耳 ) 分 别 写 出 列车 在 B,C 两 站 的 运行 误差 ，; 
(了 1) 若 要 求 列车 在 B,C 两 站 的 运行 误差 之 和 不 超过 2 分 钟 , 求 "的 取 值 范围 
402 【 解 】 DIEE B,C 两 站 的 运行 误差 (单位 :分 钟 ) 分 别 是 


2 一 7| 和 | 经 一 11|. 
U v 





CDY IEE B,C 两 站 的 运行 误差 之 和 不 超过 2 分 钟 ， 
300_ ,| ，| 480 


r| + -11| <2. ( w ) 





当 0<v< 3 时 ,( x ) 式 变形 为 2 一 7 十 


U 


解 得 39< < 378, 


2 300 490112, 
v v 


当 2 cot OOREEN 7— 


300 480 
解 得 ASNT) 


当 > n, x ) 式 变形 为 1— +11— 2, 


解 得 qaos: 





综 上 所 述 ,的 取 值 范围 是 | 39， |. 


【 解 后 感言 〗 这 里 是 建立 绝对 值 不 等 式 来 解 实 际 问 题 , 因 此 正确 地 去 掉 绝 对 值 
的 符号 成 为 求解 的 关键. 


二 ,导数 的 应 用 








解 题 秘 言 : 求 最 值 是 数学 应 用 的 常见 课题 ,而 导数 法 又 是 求 最 值 的 最 佳 工具 , 因 
此 ,这 类 问题 在 近年 高 考 中 屡屡 出 现 . 


D (2008 年 广东 高 考 文 T17) 某 单位 用 2 160 万 元 购 得 一 块 空地 ,计划 
在 该 地 块 上 建造 一 栋 至 少 10 层 、 每 层 2 000 平方 米 的 楼 房 .经 测算 ,如 果 将 楼 房 建 










玉米 的 平均 建筑 费用 为 560 十 48z( 单 位 :元 ). 为 了 使 楼 房 每 
平方 米 的 平均 综合 费用 最 少 ,该 楼 房 应 建 为 多 少 层 ? 
( 注 ,平均 综合 费用 一 平均 建筑 费用 十 平均 购 地 费用 ,平均 购 地 费用 一 


购 地 总 费用 ， 
建筑 总 面积 

[思路 探索 ] 通 过 分 析 我 们 发 现 ,解答 本 题 只 需 正 确 地 建立 平均 综合 费用 的 函数 
关系 式 ,利用 导数 的 运算 即 可 求解 

【规范 解析 ] 设 楼 房 每 平方 米 的 平均 综合 费用 为 F(z) 元 ， 


2 160 X 10 000 
则 f(z)=(S60+48r) -— 5 000z 000z 





570210 "TEN  ) 





二 560 十 48z 十 


Fije sii 800 


A f'(z)=0,#$& r=15. š z=>15 H, f (z)2>0; 
当 0<x<15 时 ,了 (z)<0. 
因此 , 当 z= 二 15 时 ,f(zx) 取 最 小 值 fO15)=2 000. 
答 ;为 了 楼 房 每 平方 米 的 平均 综合 费用 最 少 , 该 楼 房 应 建 为 15 E. 
QO (2007 车 北京 高 考 理 。T19) 如 图 ,有 一 块 半 梯 圆 形 1 


钢板 ,其 长 半 轴 长 为 2r, 短 半 轴 长 为 ~. 计划 将 此 钢板 切割 成 等 腰 | 

梯形 的 形状 ,下 底 AB 是 半 椭 圆 的 短 轴 , 上 底 CD 的 端点 在 椭圆 | 

上 . 记 CD=2x, 梯 形 面积 为 5. A—— > B 
(1) 求 面积 S 以 z 为 自 变量 的 函数 式 , 并 写 出 其 定义 域 ; 


(2) 求 面积 S 的 最 大 值 . 
【规范 解析 】 (DRAE, A AB y F š. O 为 原点 建立 直 
AERO ry eM), NS C 的 横 坐 标 为 工 ， 


点 C 的 纵 坐 标 》 满足 方程 一 r +25=102>0), 
解 得 y= Yr r (0<x<r). 
S= 方 (2z+27) , 2 /PER (rt) MP, 


RELAY (r|0<z<r;). 
(2) 记 f(z)=4(z+r)'(' —2z) 0<<xr<r, 





则 f(x) 二 8(Cz 二 7)?(r 一 2z). 令 了 (7z) 二 0, 得 z 一 本 

















因为 当 0<x< 了 时 ,了 (x)>01 当 了 Tr 时 ,了 (zx)<0， 
所 以 fOe) f(z) 的 最 大 值 


即 梯形 面积 S 的 最 大 值 为 3 


三 、 数列 的 应 用 








解 题 秘 言 :增长 率 问 题 .利润 问题 , 常 与 数列 有 关 , 而 这 类 问题 正 是 市 场 经 济 的 
热门 话题 . 


GE 2007 车 交 徽 高 考 .T21) 某 国 采用 养老 储备 金 制度 . 公民 在 就 业 的 第 


一 年 就 交纳 养老 储备 金 , 数 目 为 a ,以 后 每 年 交纳 的 数目 均 比 上 一 年 增加 dd>), 
因此 ,历年 所 交纳 的 储备 金 数目 ai ,a; ，,… 是 一 个 公差 为 d 的 等 差 数 列 ,与 此 同时 ， 
国家 给 予 优惠 的 计 息 政策 ,不 仅 采 用 固定 利率 ,而 且 计 算 复 利 . 这 就 是 说 ,如 果 固 定 
年 利率 为 r(r>0) ,那么 ,在 第 年末, 第 一 年 所 交纳 的 储备 金 就 变 为 a (1 十 r)"!， 
第 二 年 所 交纳 的 储备 金 就 变 为 as (1 十 7)”,……, 以 T, 表示 到 第 n 年 末 所 累计 的 
储备 金 总 额 . 

MSE T 与 T,_1(n 宇 2) 的 递 推 关系 式 ， 

(2) 求 证 :T, 二 A, 十 B, ;其 中 {A,} 是 一 个 等 比 数列 ,{B,) 是 一 个 等 差 数 列 ， 

【思路 探索 】 本 小 题 主要 考查 等 差 数 列 、 等 比 数列 的 基本 概念 和 基本 方法 , 考 
查 学 生 阅 读 资料 .提取 信息 、 建 立 数学 模型 的 能 力 ,考查 应 用 所 学 知识 分 析 和 解决 实 
际 问 题 的 能 力 . 本 题 时 代 气 息 浓厚 ,考查 的 是 基础 知识 方法 . 

EI DORMA T: =T,- (Fr) ta, 022). 

(2)T =a ,对 "之 2 反复 使 用 上 述 关 系 式 ,得 

T.= T. (1+r) Fa,= T,-, (1+-r)° +a,- I (1+ r) +a, = =+ 





=a (1++)" ' ka, (1+-+>)" H + a,- ( ltr ta. D 
EDAR mMEARItr, 4 

COHOT, =a l Hr" ta Aro I tan r ta Gr). @ 
名 一 也, 得 


Prat Tat "tl rl] 





NM (1+r)*" — a, 


即 T, -at a+ “一 一 -天 F Se 
如 果 记 A, 二 sarda: "B, -arji dy, 


其 中 {A,} 是 以 一 ard L 538388, 以 1 十 rCr>>0) 为 公 比 的 等 比 数列 ;Bo 是 


dn 

【 解 后 感言 】 养老 储备 金 是 近年 来 老百姓 关心 的 热门 话题 ,以 日 常生 活 中 的 热 
门 问题 来 命 制 应 用 题 也 是 高 考试 题 中 的 常见 事 

GD xw 年 的 纯利 润 为 500 万 元 , 因 设备 老化 等 原因 ,企业 的 生产 


能 力 将 逐年 下 降 . 若 不 进行 技术 改造 ,预测 从 今年 起 每 年 比 上 一 年 纯利 润 减少 20 万 
元 . 今年 初 该 企业 一 次 性 投入 资金 600 万 元 进行 技术 改造 ,预测 在 未 扣除 技术 改造 


次 金 的 情况 下 ,第 年 (今年 为 第 一 年 ) 的 利润 为 500C1 十 充 ) 万 元 (为 正 整 数 )， 


( 工 ) 设 从 今年 起 的 前 n 年 , 若 该 企业 不 进行 技术 改造 的 累计 纯利 润 为 A, 万 元 ， 
进行 技术 改造 后 的 累计 纯利 润 为 Bu 万 元 ( 须 扣除 技术 改造 资金 ), 求 A. B, 的 表 
达 式 ， 

( ll ) k E 5 Tl ,从 今年 起 该 企业 至 少 经 过 多 少年 ,进行 技术 改造 后 的 累计 纯 
利润 超过 不 进行 技术 改造 的 累计 纯利 渔 ? 

【 解 】 (I EBA. 

A, =(500—20)+ (500—40)+ = + (S00 —20n) 


=490n— 10n; 
B, 一 500| (1+ 喜 )+ (全 +z) |—600 


一 500n 一 2 一 100. 


(H )B,— A, = (500n— 2 — 100) — (490n— 107° ) 


= 10n +10n— 2 —100= 10 | nn+ 1) -3—10 |. 


AA y=xz(=z=+1)— = 10 在 (0, 十 cc) 上 为 增 函 数 ， 
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当 ]<Ça 3 Monat) — Py — 10<12— 2 —10<0; 


当 n>4 时 ,n(n 十 1) 一 池 一 10 之 20 一 各 一 10>>0. 


16 
… 当 且 仅 当 nn 宇 4 tf, B, >A. 
故 至 少 经 过 4 年 ,该 企业 进行 技术 改造 后 的 累计 纯利 润 超过 不 进行 技术 改造 的 
浴 计 纯利 润 . 
【 解 后 感言 这 里 以 数列 问题 为 背景 , 需 借助 函数 的 增 减 性 来 判断 数列 的 
大 小 . 


四 、 三 角 函 数 的 应 用 








GD (2008 车 江苏 高 考 .T17) 如 图 , 某 地 有 三 家 工厂 ,分 别 位 于 矩形 AB- 


CD 的 两 个 顶点 A、B 及 CD 的 中 点 P 了 处 ,AB=20 km, BC 一 P C 
10 km. 为 了 处 理 三 家 工厂 的 污水 , 现 要 在 该 矩形 区 域 上 ( 含 
边界 ), 且 与 A.B 等 距离 的 一 点 O 处 ,建造 一 个 污水 处 理 厂 ， 
并 铺设 三 条 排污 管道 AO. BO. PO. 记 排 污 管道 的 总 长 度 为 
y km. a Q 

(1) 按 下 列 要 求 建立 函数 关系 ; 

Dit Z BAO= (rad) ,将 y EMA 0 HAS, 

DH PO 一 xz(km) ,将 y ERK z 的 函数 . 

(2) 请 你 选用 (1) 中 的 一 个 函数 关系 ,确定 污水 处 理 厂 的 位 置 ,使 铺设 的 排污 管 
道 的 总 长 度 最 短 ， 

【思路 探索 】 通过 分 析 我 们 发 现 , 本 题 应 注意 充分 利用 图 形 中 所 提供 的 三 角形 
及 其 边 角 关 系 , 另 外 在 第 (2)7 问 中 要 注意 导数 的 应 用 ,利用 导数 研究 函数 性 质 , 从 而 
求 其 最 值 . 


【规范 解析 】 (1) 中 如 图 ,延长 PO 2 AB + £. Q. p P C 
由 题 设 可 知 
AO= BO, PO=10—09Q. A Q B 


=A g0 
在 RIAAOQ F ,AO=—OQ=10tan0, 


9. P w Z a É 
".= `..." m 
| 





所 以 y=AO+BOTPO= 10 L 19 Il gje 10tang 一 -2 一 10tang 十 10， 


osb 
又 易 知 0<0<— š y 用 0 表示 的 函数 为 


y= -一 10tanbg 二 100 LIZ) 

O iB 38 ik Tk OP= x, A] OQ=10—zx, 
在 RA AQO 中 ， 

AO= VAQ TOQ = VIV + I0—z) , 
y=AO+ BO+ PO 

一 之 十 2 VETE UES 

显然 0<+r<10,ff 2 y Ar 4 # 5 h šk 2) 
y=x+2 y10 + (10—z) (0= z=.10) 


(2)i& J) (1) P 656 @ # X # Á 

y= l0tanñ+10(0<0<-) 

来 确定 符合 要 求 的 污水 处 理 厂 的 位 置 . 

/20sing_ 10 , cos Ot sin 0 _ —10 。 2sing— 1 
cos 0 cos° 0 cos20 ' 


š , _ supa. L. Q sh SU + a= 
nA y'=0 A sin0= x 0<0S- Ü T 0 6 ` 
3 0€ [0,5 y <0, 当 gE Ea 18, y >0, 
Mama y 在 [0, 亚 ) 为 减 函 教 ,在 (6 g EARR, A y & 0= Ç W 


得 极 小 值 , 这 个 极 小 值 就 是 函数 y 在 [0, 二 ] 上 的 最 小 值 


20 
E s 
COS S. 


因此 , 当 污 水 处 理 厂 建 在 矩形 区 域内 且 到 A.B 两 点 的 距离 均 为 与 VSkm 时 ， 铺 


设 的 排污 管道 的 总 长 度量 短 . 
GD 2007 年 北京 高 考 理 T13)2002 年 在 北京 召开 的 国 
际 数学 家 大 会 ,会 标 是 以 我 国 古代 数学 家 赵 爽 的 弦 图 为 基础 设计 


的 . 芒 图 是 由 四 个 全 等 直角 三 角形 与 一 个 小 正方 形 拼 成 的 一 个 大 
正方 形 (如 图 ). 如 果 小 正方 形 的 面积 为 1, 大 正方 形 的 面积 为 25， 














直角 三 角形 中 较 小 的 锐角 为 9, 那么 cos20 的 值 等 于 
得 z+ (z+ 1)° = 
一 3. .大 正方 形 的 斜 边 长 为 5. 
<. Sinf = =. ʻa cos20= 1 —2sin*08= =. 
【答案 】 >= 


W Cos 年 湖南 高 考 理 ，T19) 在 一 个 特定 时 段 内 ,以 点 已 为 中 心 的 7 
海里 以 内 海域 被 设 为 警戒 水 域 .点 巨 正 北 55 海里 处 有 一 个 雷达 观测 站 A. 某 时 刻 测 
得 一 般 匀速 直线 行驶 的 船只 位 于 点 A 北 偏 东 45" 且 与 点 A 相距 J 

40 V3 海里 的 位 置 B, 经 过 40 分 钟 又 测 得 该 船 已 行驶 到 点 A 北 偏 


东 45 十 多 其 中 sin0= EN, °<0<90°) H5 A A 相距 10 w13 海 


里 的 位 置 C. 东 
(本) 求 该 船 的 行驶 速度 (单位 :海里 /时 ); 
(IT ) 若 该 船 不 改变 航行 方向 继续 行驶 ,判断 它 是 否 会 进 人 警戒 水 域 ,并 说 明 
理由 . 











【规范 解析 】 (了) 各 图 ,AB=40W3,AC=10 VI3, ZBAC=0,sin0= V 26 


26 
由 于 0 过 8<90 ,所 以 cos0= / 1 — (26) = zL] 


由 余弦 定理 得 
BC= vAB:+AC—2AB* AC + cos0=10./5. 





M 06 41 3k k t 95 5 — 15V5( 海 里 /时 ) 









(IT) 解 法 一 如 图 所 示 , 以 À 为 原点 建立 平面 直角 坐标 系 , 设 点 B,C 的 坐标 分 
别 是 Bi syi CLT , yz) BC 与 T 轴 的 交点 为 D. 


HARA z = y -V2 AB=40, 

z, = ACcosZ CAD=10 V 13cos(45° —0) =30, 

y: = ACsinZ CAD=10 V13sin(45 —0) = 20. 

所 以 过 点 B.C Ea Ia 4k= = AA L rA y=2r—A0. 
又 点 EE(0, 一 55) 到 直线 /的 距离 

a= 1955401 š =3 /5<7. 


所 以 船 会 进入 警 成 水 域 . 
解法 二 





如 图 所 示 , 设 直线 AE 与 BC 的 延长 线 相交 于 点 @Q. 在 人 AABC 中 ,由 余弦 定理 全 
AB: + BC: — AC 
2AB + BC 
_402X2+10 X5—10 X13 
2x 40 /2xX10./5 
3710 
10 


从 而 sin- ABC = y~ 1— cos: Z ABC 


cosZ ABC = 




















#& AABQ 中 ,由 正弦 定理 得 


10 
ABsin/ABC _ 402S To 


AOS T a sn 
T 


由 于 AE=55>>40=AQ, AA Q ETA A ft E 2i), B QE 一 AE 一 AQ 一 15. 
4, E £ EP | BC + ,#. P W EP 3⁄8. E 到 直线 BC 的 距离 . 
在 RAQPE 中 ,PE 一 QEsin/PQE 一 QE + sinZ AQC 


=QE . sin(45°— ZABC)=15 xA =3 /5<T. 


所 以 船 会 进入 警戒 水 域 . 


五 、 线 性 规划 的 应 用 








wo (2007 年 山东 高 考 文 ，T19) 某 公司 计划 2008 年 在 甲 、. 乙 两 个 电视 台 


做 总 时 间 不 超过 300 分 钟 的 广告 .广告 总 费用 不 超过 9 万 元 .甲乙 电视 台 的 广告 收 

费 标 准 分 别 为 500 元 /分 钟 和 200 元 /分 钟 . 假定 甲 . 乙 两 个 电视 台 为 该 公司 所 做 的 

每 分 钟 广告 ,能 给 公司 带 来 的 收益 分 别 为 0.3 万 元 和 0. 2 万 元 . 问 该 公司 如 何 分 配 

在 甲 、. 乙 两 个 电视 台 的 广告 时 间 ,才能 使 公司 的 收益 最 大 ,最 大 收益 是 多 少 万 元 ? 
【规范 解析 】 设 公 司 在 甲 电 视 台 和 乙 电 视 台 做 广告 

的 时 间 分 别 为 工分 钟 和 yy 分钟 ,总 收益 为 = 元 .由 题 意 





r+ y=.300, 
oor oosa 000, 
r> ,y2Z0. 
目标 函数 为 z=3 000++2 000y. 
z=z-+y=ç300, 
ro 
r=: 0 ,y=0. 
作出 二 元 一 次 不 等 式 组 所 表示 的 平面 区 域 , 即 可 行 域 , 如 图 . 
作 直 线 1;3 000z 十 2 000y 一 0, 即 3r+2y=0. 
平移 直线 1, 从 图 中 可 知 , 当 直线 /过 M 点 时 ,目标 函数 取得 最 大 值 . 联 
r+ y=300, 
5z-+2y= 900. 












解 之 ,得 ==100,y= 200. 小 点 M 的 坐标 为 (100,200)， 
Tn =3 O000z 二 2 000y 一 700 000( 元 小 

答 ,该 公司 在 甲 电视 台 做 100 分 钟 广告 ,在 乙 电 视 台 做 200 分 钟 广告 ,公司 的 收 
益 最 大 ,最 大 收益 是 70 万 元 ， 


D (2007 年 四 川 高 考 理 T9、 文 11) 某 公司 有 60 万 元 资金 ,计划 投资 甲 、 


z. 两 个 项 目 , 按 要 求 对 项 目 甲 的 投资 不 小 于 对 项 目 乙 投资 的 -3 倍 , 且 对 每 个 项 目的 


投资 不 能 低 于 5 万 元 . 对 项 目 甲 每 投资 1 万 元 可 获得 0. 4 万 元 的 利润 ,对 项 目 乙 每 
投资 1 万 元 可 获得 0.6 万 元 的 利润 ,该 公司 正确 规划 投资 后 ,在 这 两 个 项 目 上 共 可 


获得 的 最 大 利润 为 ( `) 
A. 36 万 元 B. 31. 2 万 元 
C. 30.4 万 元 D. 24 万 元 
【解析 】 设 投资 甲乙 两 项 目 分 别 为 工 万 元 、y 万 元 ,利润 为 z， 
z+ y=60, 


PRCO z=0, 4x 十 0. 6y, 


r2:5,yz5, 

当 z=24,y=36 时 ,z# 大 二 31.2( 万 元 )， 

【答案 】 B 

【 解 后 感言 】 利用 线性 规划 求实 际 问题 的 最 大 最 小 值 问 题 是 近 两 年 高 考试 是 
中 的 异军突起 , 望 考生 注意 掌握. 

食 验 ”2003 年 8 月 长 江 三 峡 电厂 四 台 机 组 开始 发 电 , 每 台 机 组 日 最 大 发 电 


量 为 0.168 亿 度 ,每 度 电 输送 成 本 为 0. 32 元 ,与 此 同时 长 江 葛洲坝 电厂 有 8 台 机 组 
发 电 ,每 台 机 组 日 最 大 发 电量 为 0, 12 亿 度 , 每 度 电 输 送 成 本 为 0. 35 元 , 由 于 高 温和 工 
业 生 产 需 要 ,江浙 地 区 用 电量 增 大 ,日 增 需求 量 至 少 1. 35 亿 度 . 

(IT ) 假 设 你 是 一 位 电力 调度 总 指挥 ,请 你 设计 两 大 电厂 每 天 各 机 组 发 电 输 送 
方案 ; 

CT) 设 长 江 电 力 公司 电力 调度 总 指挥 安排 三 峡 电厂 + 台 机 组 发 电 、 葛 洲 坝 电 
F y 台 机 组 发 电 输送 江浙 地 区 ,输送 成 本 为 z 亿 元 . 写 出 z, y 应 满足 的 条 件 以 及 < 
与 x,y 之 间 的 函数 关系 式 ; 


(机 假设 你 是 长 江 电 力 公司 总 经 理 ,为 使 公司 电力 输送 成 本 最 小 ,每 天 如 何 安 


排 两 大 电厂 的 发 电机 组 数 , 可 以 满足 江浙 地 区 用 电 日 增 需求 量 ? 
【 解 】 ( 工 ) 设 计 两 大 电厂 每 天 各 机 组 发 电 输送 方案 如 下 : 



















MD J ELH 8k 





| +a | s _ 
2| 4 | 7 —_ 
| 4 | 6 _ 
| | = — 
412 (H KELS S H rsy 应 满足 的 条 件 以 及 = 与 xz,y 之 间 的 函数 关系 式 如 下 : 
| 0.168z=-+-0.12y21.35, 






过 | 过 | 过 






rS, (zyyE IN)， 
0= Js:8， 
z 一 0.32X0.168z 十 0.35X0.12y (zyyEN).，、 (>) 
( 亚 ) 由 (IE) 作 相关 直线 如 图 所 示 . 求 得 4 y 
(2.32,8),B(4,5.65),C(4,8)、 D 
由 于 z,y RES HED ERSE 。 6| 人 -52 
D(3,8) 和 EC4,6) 处 的 z 值 ,将 C, D,E 三 点 的 K 
坐标 代入 (* ) 式 得 
zc 一 0.55104， 
zp 一 0.49728， 
zg 一峰 。 46704. 
显然 z< zp < zc, 
故 安排 三 峡 电 厂 4 台 机 组 发 电 、 葛 洲 坝 电厂 6 台 机 组 发 电 输送 江浙 地 区 ,可 使 
公司 电力 输送 成 本 最 小 . 
[RERA] 这 是 一 道 " 请 你 决策 "的 试题 ,可 以 调动 学 生 的 积极 性 ,也 可 以 从 
某 种 角度 宕 测 学 生 的 个 性 和 应 用 能 力 ， 


六 、 解 析 几 何 的 应 用 









0.168x+0.12y2:1.35 








GD (2008 年 上 海 高 考 理 ，T17) 如 图 , 某 住 宅 小 区 的 平面 图 星 圆 心 角 为 


120 的 扇形 AOB. 小 区 的 两 个 出 入 口 设置 在 点 AA 及 点 C 处 ， c 
且 小 区 里 有 一 条 平行 于 BO 的 小 路 CD. 已 知 革 人 从 C 沿 4 B 
CD 走 到 D HR Y 10 分 钟 , 从 万 沿 D4 走 到 A HT 6 2 h. D 

藻 此 人 步行 的 速度 为 每 分 钟 50 米 , 求 该 扇形 的 半径 OA 的 











长 (精确 到 1 X). 


【规范 解析 】 解法 一 : 设 该 肩 形 的 半径 为 r 米 ,连结 CO. 


< Z 


0 
由 题 意 , 得 CD=500(3k),DA=300(3), Z CDO=60°. 
在 人 CDO + ‚CD? +0D —2 » CD » OD + cos60° =0C* , 


即 500? + (r— 300)? —2X 500X (r— 300) X 了 一 , 


解 得 7 一 人 站 445( 米 )， 





答 : 该 扇形 的 半径 OA 的 长 约 为 445 R. 
解法 二 :连结 AC, 作 OH | AC, Z AC T H. 


由 题 意 ,得 CD=500(#),AD=300(3&), Z CDA=120°. 
在 和 作 ACD +, AČ =CD' +AD— 2.» CD + AD ° cos120° 


一 500: 十 300: 十 2X 500X300X -7 =700° 


Do _hAC -HAD 一 CD _1 
.. AC=700( K.) ,cosZ CAD= 2. AC- AD. 14' 


#& š # A HAO P ,AH=350( 3) cos HAO= T. 


„ma AH __ 4900 


答 , 该 扇形 的 半径 OA 的 长 约 为 445 米 . 





且 点 P ERRI 上 ,与 水 平地 面 的 夹 角 为 etana 一 本 .试问 ,此 人 距 水 平地 面 多 高 
时 ,观看 塔 的 视角 二 BPC 最 大 (不 计 此 人 的 身高 ?) 





( 登 国 。 某 人 在 一 山坡 处 观看 对 面 山 项 上 的 一 座 铁塔 ,如 图 所 示 . 塔 高 BC 
=80(m) , 塔 所 在 的 山高 OB=220(m) ,OA 一 200(m). 图 中 所 示 的 山坡 可 视 为 直线 1 
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LE] 如 图 所 示 ,建立 平面 直角 坐标 系 , 则 4A(200,0),B(0,220) ,CC0,300). 
直线 ;的 方程 为 y 一 (z 一 200)tana， 





即 y=, 
y 
C 
B e. 
0 4 K 
设 点 卫 的 坐标 为 (x,y), 则 P(x, 一 02) ,z>>200 


由 经 过 两 点 的 直线 的 斜率 公式 ,得 


z=— 200 
2 a9 = 800 


Ey 
十 a 


k= 2 _ “ = z 640 
FB r Pr : 


由 直线 PC 到 直线 PB 的 角 的 公式 得 


Ë pp 一 下 PC 
] 十 是 pB Ë pe 


160 
本 2X 
Xx—800 z—640 
I+ 2r 


— dx 
xt — 288r +160 X640 


64 
=—v AN0 
„4180X640 208 


tan” BPC= 


要 使 tan ~BPC 达到 最 大 ,只 须 ÍL 199251 _ 288 达到 最 小 . 由 均值 不 等 式 


s 288>2./160 < 610—288, 


(Isa ee i a SW 


E G P 计生 









当 且 仅 当 z= 150 关 640 时 上 式 取得 等 号 . 故 当 z= 320 时 , tan BPC 最 大 .这 


_ 320— 200 _ 
wy —— T 


7 60. 


由 此 实际 问题 知 ,0< ⁄ BPC< ->-, Br bl tanBPC 最 大 时 ,二 BPC E X. É 5 


此 人 距 水 平地 面 60m 高 时 ,观看 铁塔 的 视角 BPC 最 大 . 
[REBRA] 这 里 借助 直线 的 夹 角 公式 ,将 视角 的 最 值 问 题 化 归 为 点 的 坐标 来 
处 理 , 最 后 又 回 到 常用 的 均值 不 等 式 上 来 解决 ， 
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七 .立体 几何 的 应 用 


MD ooa 车 重庆 高 考 理 .T16) 某 人 有 4 种 颜色 的 灯泡 (每 种 颜色 的 灯泡 


足够 多 ) ,要 在 如 题 图 所 示 的 6 个 所 有 ,BC AI Bı „Ci 上 各 装 一 个 灯泡 ,要 求 同 一 
条 线段 两 端的 灯泡 不 同色 , 则 每 种 颜色 的 灯泡 都 至 少 用 一 个 的 安装 方法 共有 


”种 (用 数字 作 管 ). 
【解析 】 按 分 步 法 计算 . 第 一 步 安装 ABC 有 A C 
种 方法 ;第 二 步 将 所 剩 颜色 灯泡 装 到 Al ,Bi ,Ci 中 任 一 A e 
点 有 Cl 种 方法 ;第 三 步 用 前 三 种 颜色 中 任 两 种 灯泡 装 到 /| 
剩余 两 点 上 有 1 十 1 十 1 种 方法 . A, B, 
AAH A1XC1X (1+-1+1)=216 种 不 同 的 装 法 ， 
【答案 】 216 








GD par A 地 正 东 6 km 处 ,一 架 飞 机 保持 一 定 的 高 度 以 等 速 往 东 北方 


向 飞行 . 先 在 A 点 测 得 飞机 位 于 正 南方 向 且 仰 角 30",1 min 后 ,在 B 点 测 得 飞机 位 
于 西北 方向 且 仰 角 45", 假定 A, B 两 地 的 海拔 高 度 相同 , 试 求 飞机 飞行 的 高 度 和 
速度 . 

R] 如 图 , 依 题 意 作出 飞行 线 PQ 及 相应 的 方 
位 图 ,其 中 P,Q 两 点 在 地 面 上 的 射影 依次 是 P， 
Q , 则 

ZBAP'=90°, 

~P'AP=30", p' 


Q 
,| 





"== am m F 
mean al A. 站 





ZAP'Q'=45°, 
Z ABQ =45°, 
/QBQ=45°. 
ië PP'=QQ =z, P'Q'NAB=C, M] 
AP =43x, BQ =z, ZACP' = ZBCQ' = 45°. 
s AC=—=/3r, P'C=/6=z=,BC=/2z=,QC=rx. FE 6=AB=AC4+CB=ú3+/?2)x, 
故 z=6(/3—(2)==1. 9(km). 
“y=60° PQ=60 * (P'C+Q'C)=60(1-+/6)<x==395(km/h. ) 
答 ,飞行 高 度 约 是 1.9 km, 速 度 约 是 395 km/h. 
【 解 后 感言 】 本 例 中 注意 用 方位 角 与 空间 角 确 定点 的 位 置 . 


人 入、 概率 统计 的 应 用 








解 题 秘 言 :由 于 概率 统计 自身 的 学 科 特 点 的 原因 ,概率 统计 与 数学 期 望 类 的 应 
用 题 在 近 两 年 的 各 考试 题 中 大 量 清 现 , 已 成 为 高 考题 中 热点 的 热点 . 


GD (2008 年 江西 高 考 理 ，T18) 因 冰雪 灾害 , 某 柑橘 基地 果林 严重 受 损 ， 


为 此 有 关 专 家 提出 两 种 拯救 果树 的 方案 ,每 种 方案 都 需 分 两 年 实施 . 者 实 施 方案 一 ， 
预计 第 一 年 可 以 使 柑橘 产量 人 恢复 到 灾 前 的 1.0 倍 .0.9 倍 .0.8 倍 的 概率 分 别 是 0. 
3,0.3,0.4; 第 二 年 可 以 使 柑橘 产量 为 第 一 年 产量 的 1. 25 倍 .1.0 倍 的 概率 分 别 是 
0.5,0. 5. 若 实施 方案 二 ,预计 第 一 年 可 以 使 柑橘 产量 达到 灾 前 的 1.2 倍 、1.0 08.0. 
8 倍 的 概率 分 别 是 0.2,0.3,0.5; 第 二 年 可 以 使 柑橘 产量 为 第 一 年 产量 的 1.2 倍 、1， 
0 倍 的 概率 分 别 是 0.4,0. 6. 实施 每 种 方案 第 一 年 与 第 二 年 相互 独立 , 令 E (i 一 1,2) 
表示 方案 :实施 两 年 后 柑橘 产量 达到 灾 前 产量 的 倍数 . 

(1) 写 出 所 ,的 分 布 列 ; 

(2) 实 施 哪 种 方案 ,两 年 后 柑橘 产量 超过 灾 前 产量 的 概率 更 大 ? 

(3) 不 管 哪 种 方案 ,如 果实 施 两 年 后 柑橘 产量 达 不 到 、 怡 好 达到 .超过 灾 前 产量 ， 
预计 利润 分 别 为 10 万 元 、15 万 元 .20 万 元 . 问 实施 哪 种 方案 的 平均 利润 更 大 ? 

【规范 解析 】 (1)& 的 取 值 为 0.8,0.9,1.0,1.125,1.25; 

Ë, 的 取 值 为 0.8,0.96,1,0,1,2,1. 44. 

Ë ,和 的 分 布 列 分 别 为 : 











(2)A,B 3 k 2 $ — ,— 5 # 5 AH38 P 3 38 11 S W, 
P(A)=0.15-+0.15=3, 

P(B)=0.24+0, 08=0. 32, 

所 以 应 实施 方案 二 ， 

图 令 六 表示 方案 ; 的 预计 利润 , 则 





所 以 E, = 14, T9, 
所 以 方案 一 预计 利润 大 ， 


QE 200 年 天 痒 高 考 理 . T18) 甲 乙 两 个 篮球 运动 员 互 不 影响 地 在 同一 





位 置 投球 ,命中 率 分 别 为 十 与 p, EZBER 2 次 均 未 命中 的 概率 为 16. 


(了 ) 求 乙 投 球 的 命中 率 p; 

(T) 若 甲 投球 夺 次 , 乙 投球 2 次 ,两 人 共 命 中 的 次 数 记 为 ¢, 求 的 分 布 列 和 数 
学 期 望 . 

【规范 解析 】 (I ) 设 “ 甲 投球 一 次 命中 ”为 事件 A,“ 乙 投球 一 次 命中 ”为 事 
件 B. 

由 题 意 得 


(1 一 P(B))*=(1 一 p): 一 调 ， 





解 得 pp 一 让 或 = Cek), A ¿Rk 4 PEAT. 


CI ) 由 题 设 和 ( 工 ) 知 PaL, PA=, P B) =, PGD =. £ 可 能 的 


取 值 为 0,1,2,3, K 
UV š 
PCé=0)=P(A)P(B. B= x (+) = 


P(£=1)=P(A)P(B . B) +C) P(B)P(B) + P(A) 
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= 有 
P(E=3) 一 P(A)P(B, B)=—x(-— ) =35. 


MD (2007 年 记 西高 考 理 .T18) 某 项 选拔 共有 三 轮 考核 ,每 轮 设 有 一 个 问 
题 ,能 正确 回答 问题 者 进入 下 一 轮 考核 ,否则 即 被 淘汰 .已 知 某 选 手 能 正确 回答 第 
一 二、 三 轮 的 问题 的 概率 分 别 为 和、 三 、 二 , 且 各 轮 问题 能 否 正确 回答 互 不 影响 


(1) 求 该 选手 被 淘汰 的 概率 ; 
(2) 该 选手 在 选拔 中 回答 问题 的 个 数 记 为 &, 求 随机 变量 8 的 分 布 列 与 数学 


期 望 ， 
( 注 :本 小 题 结 果 可 用 分 数 表示 ) 
【规范 解析 】 解法 一 : (1) 记 “该 选手 能 正确 回 管 第 i 轮 的 问题 "的 事件 


WA, G=1,2,3), 
则 P(A)= £ PAD=E, PA) =E, 
该 选手 被 淘汰 的 概率 为 


TPAD EPA pi +P(A D PCA: PC) 


— L u a 3 ad _ 101 
=++š P A Aa ja: 


(2)£ 的 可 能 值 为 1,2,3. 


Pe=D=PAD=-, 


p(e= 2)= PCA: A; )= P(A )P(A,)= 


Pié=3)= P(A Az)= P(A, )P(A;)= 


…$ 的 分 布 列 为 





j 57 
E= 1X HIX = F 3X == x. 









解法 二 : (1) 记 “该 选手 能 正确 回答 第 i 轮 的 问题 "的 事件 为 A. G= 1,2,3) , BJ 
_ 4 = =. s: 
PCA =-=, PA) =< PUDSE. 


该 选手 被 淘汰 的 概率 为 P=1 一 P(AA,A;) 二 1 一 P(A1)P(A;) 


E EE E 
P(A) =i : x - x r Tos: 


(2) 同 解法 一 . 
MD 某 工厂 生产 甲乙 两 种 产品 ,每 种 产品 都 是 经 过 第 一 和 第 二 道 工序 加 


工 而 成 ,两 道 工 序 的 加 工 结果 相互 独立 ,每 道 工序 的 加 工 结 果 均 有 A.B 两 个 等 级 
对 每 种 产品 ,两 道 工序 的 加 工 结 果 都 为 A 级 时 ,产品 为 一 等 品 , 其 余 均 为 二 等 品 . 
(IT) 已 知 甲 . 乙 两 种 产品 每 一 道 工序 的 加 工 结果 为 A 级 的 概率 如 表 1 所 示 , 分 
别 求生 产 出 的 甲 . 乙 产品 为 一 等 品 的 概率 Pa ,Pz ; 








(I) 已 知 一 件 产 品 的 利润 如 表 2 所 示 , 用 87 分 别 表 示 一 件 甲 、 乙 产品 的 利润 ， 


在 (了 I) 的 条 件 下 , 求 6,7 的 分 布 列 及 E£, Eq: 
#2? 











(型 ) 已 知 生 产 一 件 产品 需 用 的 工人 数 和 资金 额 如 表 3 所 示 . RI ALA 40 
名 ,可 用 资金 60 万 元 . 设 z,y 分 别 表 示 生 产 甲 、 乙 产品 的 数量 ,在 (E) 的 条 件 下 ， 
zy 为 何 值 时 ,=zE6S+yE7 最大? 最 大 值 是 多 少 ? (解答 时 须 给 出 图 示 ) 
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方 平 移 至 位 置 时 ,直线 经 过 可 行 域 上 的 点 M B 58 





[ 解 】 (I )P., =0.8X0.85=0.68,P, =0.75X0.8=0.6. 
(IL )BESLEBLE £, y 的 分 布 列 是 


Eg=52X0.68+2.5X0.32=4.2, 
Ey 一 2.5X0.6 十 1.5X0.4 一 2. 1, 
CMO h A 

5x+i0y<60, 

8r+2y=< 40, 

r=0, 

y=0. 
HIRKA A z= <xE£+ yEq= 4. 2+2. ly. A Z 
作出 可 行 域 , 作 直 线 La 2z 十 2.1y 一 0, 将 /向 右上 OV O 





点 距离 最 大 . 此 时 z=4.2z+2.1y R XK fB. 


5z 十 10y 一 60， 
8 十 27y 一 40 
即 了 一 4 7 一 二 时 ,zx 取 最 大 值 ,z 的 最 大 值 为 n A 


[HERE] 本 例 将 教学 期 望 与 线性 规划 进行 整合 ,也 是 一 道 较 新 颖 的 数学 应 


用 题 ,也 从 某 一 个 角度 说 明 数 学 应 用 题 将 会 从 各 个 方面 进行 交汇 、 整 合 与 翻新 ， 
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Da 


Da 
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QTI 
ë 
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15x* #LL,=2zr, Eh + Si t CA 88). 该 公司 在 这 两 地 共 销 售 15 辆 车 , 则 


能 获得 的 最 大 利润 为 Co) 
A. 45. 606 B. 45. 6 C. 45. 56 D. 45. 51 


. 农民 收入 由 工资 性 收入 和 其 他 收入 两 部 分 构成 . 2003 年 某 地 区 农民 人 均 收 入 为 


3150 元 (其 中 工资 性 收入 为 1800 元 ,其 他 收入 为 1350 Jú) ,预计 该 地 区 目 2004 
年 起 的 5 年 内 ,农民 的 工资 性 收入 将 以 每 年 6% 的 年 增长 率 增 长 ,其 他 收入 每 年 


增加 160 元 .根据 以 上 数据 ,2008 年 该 地 区 农民 人 均 收 人 将 介 于 ( ) 
A. 4200 元 一 4400 元 B. 4400 元 一 4600 元 
C. 4600 7G — 4800 JE D. 4800 元 一 5000 元 


. (2007 年 福建 高 考 理 。T19) 某 分 公司 经 销 某 种 品牌 产品 ,每 件 产品 的 成 本 为 3 


元 ,并 且 每 件 产品 需 向 总 公司 交 a 元 (3 委 a 委 5) 的 管理 费 , 预 计 当 每 件 产品 的 售 价 
为 工 元 (9 和 sz 委 11) 时 ,一 年 的 销售 量 为 (12 一 zx) 万 件 . 

(1) 求 分 公司 一 年 的 利润 L( 万 元 ) 与 每 件 产品 的 上 售 价 > 的 国 数 关系 式 ; 

(2) 当 每 件 产品 的 售 价 为 多 少 元 时 ,分 公司 一 年 的 利润 工 最 大 ,并 求 出 工 的 最 大 
IH Q (a). 


. 某 公 司 有 5 万 元 资金 用 于 投资 开发 项 目 . 如 果 成 功 ,一 年 可 获 利 12 久 ;一旦 失败 ， 


一 年 后 将 丧失 全 部 资金 的 50%. 下 表 是 过 去 200 例 类 似 项 目 开发 的 实施 结果 . 


则 该 公司 一 年 后 估计 可 获 收益 的 期 望 是 远志 

某 工厂 要 制造 A 种 电子 装置 45 台 ,B 种 电子 装置 55 台 , 需 用 薄 钢 板 给 每 台 装置 
配 一 个 外 过 .已 知 薄 钢板 的 面积 有 两 种 规格 . 甲 种 钢板 每 张 面积 2m ,可 做 A,B 
的 外 壳 分 别 为 3 个 和 5 个 ; 乙 种 钢板 每 张 面积 3m ,可 做 A、B 的 外 壳 各 6 个 . 求 
两 种 薄 钢 板 各 用 张 ,才能 使 总 的 用 料 面 积 最 省 . 


. 某 体育 馆 拟 用 运动 场 的 边 角 地 建 一 个 矩形 的 健身 室 , 如 图 ,ABCD 是 一 块 边 长 为 


50m 的 正方 形 地 皮 ,扇形 CEF 是 运动 场 的 一 部 分 ,其 半径 为 40m. EE AGHM 就 






实战 秘 修 二 十 


. 某 公司 在 甲 , 乙 两 地 销售 一 种 品牌 车 ,利润 (单位 :万 元 ) 分 别 为 Li 二 5.06z 一 0. 
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是 拟 建 的 健身 室 , 其 中 G,M 分 别 在 AB 和 AD 上 ,HH 在 


EÈ E. BEJE AGHM 的 面积 为 S$, 人 HCF=0, 请 将 S 表 

示 为 的 函数 ,并 指出 当 点 H 在 EF 的 何 处 时 ,该 健身 室 
的 面积 最 大 ,最 大 面积 是 多 少 ? F 
某 商场 在 促销 期 间 规 定 :商场 内 所 有 商品 按 标价 的 80% D 
出 售 ;同时 , 当 顾 客 在 该 商场 内 消费 满 一 定金 额 后 , 按 如 

下 方案 获得 相应 金额 的 奖券 


Winn [200,400) | [400,500) | [500,700) |[700,900) 
(元 ) 的 范围 
获得 奖券 
100 
的 金额 (元 ) 


根据 上 述 促 销 方法 ,顾客 在 该 商场 购物 可 以 获得 双重 优惠 .例如 ,购买 标价 为 400 
元 的 商品 , 则 消费 金额 为 320 元 ,获得 的 优惠 额 为 ;400X0.2 十 30 二 110( 元 ). 


| _ 购买 商品 获得 的 优惠 额 ar 
设 购买 商品 得 到 的 优惠 率 一 一 是 量 的 栋 检 .试问 ， 


(1) 若 购买 一 件 标价 为 1000 元 的 商品 ,顾客 得 到 的 优惠 率 是 多 少 ? 
《2) 对 于 标价 在 [500,800]( 元 ) 内 的 商品 ,顾客 购买 标价 为 多 少 元 的 商品 ,可 得 到 









不 少 于 二 的 优惠 率 ? 


. (2008 年 四 川 高 考 理 ，T18) 设 进入 某 商 场 的 每 一 位 顾客 购买 甲 种 商品 的 概率 为 


0.5, 购 买 乙 种 商品 的 概率 为 0.6, 且 购买 甲 种 商品 与 购买 乙 种 商品 相互 独立 ,各 
顾客 之 间 购 买 商品 也 是 相互 独立 的 . 

(本 ) 求 进入 商场 的 1 位 顾客 购买 甲乙 两 种 商品 中 的 一 种 的 概率 ，; 

(IT ) 求 进入 商场 的 1 位 顾客 至 少 购买 甲 、. 乙 两 种 商品 中 的 一 种 的 概率 ; 

(有 U) 记 表示 进入 商场 的 3 位 顾客 中 至 少 购 买 甲乙 两 种 商品 中 的 一 种 前 人 数 ， 
求 & 的 分 布 列 及 期 望 . 


. 某 租赁 公司 拥有 汽车 100 辆 , 当 每 辆 车 的 月 租金 为 3000 元 时 ,可 全 部 租 出 ; 当 每 


辆 车 的 月 租金 每 增加 50 元 时 ,未 租 出 的 车 将 会 增加 一 辆 , 租 出 的 车 每 辆 每 月 需要 
维护 费 150 元 ,未 租 出 的 车 每 辆 每 月 需要 维护 费 50 元 . 

(1) 当 每 辆 车 的 月 租金 定 为 3600 元 时 ,能 租 出 多 少 辆 车 ? 

(2) 当 每 辆 车 的 月 租金 定 为 多 少 元 时 ,租赁 公司 的 月 收益 最 大 ,最 大 月 收益 是 多 少 ? 












10. RRE - 4 PZ Be 38 2J H 2 IR B1 29 2mz 的 正四 楼 锥 形 有 盖 容 器 ,如 下 图 
所 示 , 设 容器 的 高 为 hm 盖子 边 长 为 am 
(1) 求 a 关于 h 的 函数 表达 式 ; 
(2) 设 容器 的 容积 为 Vm , 则 当 太 为何 值 时 ,V 最 大 ? 求 出 V 的 最 大 值 . (求解 本 
题 时 ,不 计 容 器 的 厚度 , ) 
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P 
11. 如 图 , 某 隧道 设计 为 双向 四 车 道 ,车 道 总 宽 22m, 要 
YN 
求 通行 车 辆 限 高 4 5m 隧道 全 长 2 5km, BR ñ Bt EY 

线 近 似 地 看 成 半 个 椭圆 形状 . 


(1) 车 最 大 拱 高 hh 为 hm, 则 隧道 设计 的 拱 宽 :是 多 少 ? 
(2) 若 最 大 拱 高 卢 不 小 于 6m; 则 应 如 何 设计 拱 高 h 和 拱 宽 1, 才 能 使 半 个 椭 图 形 


Á 
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乘 以 高 ,本题 结 果 均 精确 到 0. lm.) 

12. 假设 你 要 开 一 家 卖 恤 和 运动 鞋 的 小 商店 ,由 于 资金 和 上 店 里 的 面积 有 限 , 在 你 

经 营 时 受到 如 下 限制 ; 

(1) 你 最 多 能 进 50 FF T H: 

(2) 你 最 多 能 进 30 双 运 动 鞋 ; 

(3) 你 至 少 需 要 工 恤 和 运动 鞋 共 40 件 才能 维持 经 营 ， 

(4) 已 知 进 货 价 为 :T 恤 每 件 36 元 ,运动 鞋 每 双 48 元 ,现在 你 有 2400 元 资金 , 假 
设 每 件 荆 恤 的 利润 是 18 元 ,每 双 运 动 鞋 的 利润 是 20 元 , 问 如 何 进货 可 以 使 你 取 
得 最 大 利润 ? 

13. 某 会 议 室 用 5 AIRI ,每 慢 灯 各 使 用 灯泡 一 只 , 且 型 号 相同 . BGE B; 28 X BË # 
正常 照明 只 与 灯泡 的 寿命 有 关 , 该 型 号 的 灯泡 寿命 为 1 FAEERE hO 
命 为 2 年 以 上 的 概率 为 p. 从 使 用 之 日 起 每 满 1 年 进行 一 次 灯泡 更 换 工 作 , 只 
更 换 已 坏 的 灯泡 ,平时 不 换 . x 
(1) 在 第 一 次 灯泡 更 换 工作 中 , 求 不 需要 更 换 灯 泡 的 概率 和 更 换 2 只 灯泡 的 概率 ; 












(2) 在 第 二 次 灯泡 更 换 工 作 中 ,对 其 中 的 某 一 慢 灯 来 说 , 求 该 慢 灯 需要 更 换 灯 泡 
的 概率 ; 
(3) 当 pi =0. 8, p: =0.3 时 , 求 在 第 二 次 灯泡 更 换 工 作 中 ,至 少 需要 更 换 4 只 灯 
泡 的 概率 (结果 保留 两 个 有 效 数字 ). 
.9 粒 种 子 分 种 在 3 个 坑内 ,每 坑 3 粒 , 每 粒 种 子 发 芽 的 概率 为 0. 5. 若 一 个 坑内 至 
少 有 1 粒 种 子 发 薄 , 则 这 个 坑 不 需要 补 种 ; 若 一 个 坑内 的 种 子 都 设 发 车 , 则 这 个 
坑 需 要 补 种 . 假定 每 个 坑 至 多 补 种 一 次 ,每 补 种 1 e bum 10 元 ,用 上 表示 补 种 费 
用 , 写 出 & 的 分 布 列 并 求 & 的 数学 期 望 (精确 到 0.01). 
15. 在 一 次 购物 抽奖 活动 中 ,假设 某 10 张 券 中 有 一 等 奖券 1 张 ,可 获 价 值 50 元 的 
奖品 ;有 二 等 奖券 3 张 ,每 张 可 获 价 值 10 元 的 奖品 ;其 余 6 张 没有 奖 . 划 顾客 从 
此 10 张 券 中 任 抽 2 张 , 求 
(1) 该 顾客 中 奖 的 概率 ; 
(2) 该 顾客 获得 的 奖品 总 价值 6 元 ) 的 概率 分 布 和 期 望 Ez. 

16. (2008 年 山东 高 考 理 。T18) 甲 . 乙 两 队 参 加 奥运 知识 竞赛 ,每 队 3 人 ,每 人 回答 
一 个 问题 ,答对 者 为 本 队 赢 得 一 分 , 答 错 得 零 分 .假设 甲 队 中 每 人 管 对 的 概率 均 


] 


ga 


为 三 , 乙 队 中 3 8310080382 32, EEA BE ER 53 Af 8. 2 Bl 


没有 影响 .用 上 表示 甲 队 的 总 得 分 . 

( 工 ) 求 随机 变量 的 分 布 列 和 数学 期 望 ; 

(DA A 表示 “甲乙 两 个 队 总 得 分 之 和 等 于 3” 这 一 事件 ,用 B 表示 “ 甲 队 总 得 
分 大 于 乙 队 总 得 分 "这 一 事件 , 求 P(AB). 


实战 秘 修 二 十 答案 与 提示 


1. B 设 在 甲 地 销售 工 辆 (0 过 zs 近 15,zEN), 则 利润 
L=5.06z—0.15z2+-2(15—z)=3.06z—0., i5z*-+30, 





L'=—0.3=z+3.06, 
& L'=0 48 z=10. 2. 
当 x 二 11 时 ,L=45.51}; 当 x 二 10 BÍ ,L=45. 6. 
(用 配方 法 也 可 ,但 计算 量 较 大 ) 
2. B 2008 年 该 地 区 农民 人 均 收 入 为 








1800(1 十 6%) +1350+5X160 
=2150+1800[C +C} . 6% +C; (6%) J 


zz2150-+1800(1--0.3--0.036)=4554. 8(Jú). 


3. 解 ;(1) 分 公司 一 年 的 利润 工 (万 元 ) 与 售 价 z W 88k K 5k L = (z—3—a) (12 
— r)° E [9,11]. 
(DL (x)= (12— xr) —2(x—3—a)(12—r)=(12— z) (18+ 2a— 3r). 425 


A L =0 得 r=6+Ża 或 + 二 12( 不 合 题 意 ,会 去 )， 


Ce a Zac”, 


E z=6+ a 两 侧 卫 "的 值 由 正 变 负 . 


所 以 中 当 8<<6 十 二 a<9, 即 3<<a< 了 时， 
L..,=L(9)=(9—3—a)(12—9)2=9(6—a). 

2 _28 n9 _ s 
@ 4 9<6+—a< Bl <a <S B.L. =L(6+—a) = [6+—a 3 a )[12 


 —(s+2 )y= (a= 1.) 


9(6—a), 3a < 
所 以 QCa) = 


(3-44), —<a<s. 





答 : 若 KaD WAEN 9 ERAR EAN LRA BKI Q(a) — 
9(6 一 0)( 万 元 ); 若 了 <a<c5, 则 当 每 件 售 价 为 (6 十 -了 ) 元 时 ,分 公司 一 年 的 利润 


最 大 ,最 大 值 Qa) =4(3— a) (万 元 ). 








4. 4760( 元 ) 
E 的 分 布 列 为 : 
£ 0.6 一 2.5 
192 8 


200 200 








426 








. 如 右 图 ,延长 GH XCD 于 P, 则 HP | CD, Z HCP=g06€ C 





z = 192 _ Do TT 
n. Eg=0. 6X 350 — 2. 5X zog 一 4760( 元 ). 


ASI 设 用 甲 种 钢板 了 张 , 乙 种 钢板 y 张 , 则 可 做 4 种 产品 外 壳 3z 十 6y 个 ,也 


种 产品 外 充 5x 十 6y 个 . 依 题 意 得 可 行 域 
T0 
y=0 
3z 十 6y 之 45 
5z--6y2Z:55 
所 用 钢板 总 面积 尹 一 2r 十 3y(m2) 、、 
A H ERR 3. 
如 右 图 ,直线 h: 3z + 6y= 45 和 
l; :5 十 637 一 55 £T C(5,5). 
过 O(0,0)4E L, :2z=+3y=0,3-8# hb 过 上 5,5) 得 最 小 p= 25(m'). 





[0,90°], 

故 HP=CH + sin0= 40sin0,CP= CHcos0= 40cosð. 
于 是 HG=50—40sin0, HM= 50 —40cosð. 
“SegacHM = HG* HM= (50—40sin0) (50— 40cos0) 
一 100[ 25 一 20(sing 十 cos 的 十 16singcos |. 





令 u— sin0Í+-cos0=/2sin(0+ 45°) , W] 2 =1-- 2sin0cos(1<u=/2). 


2 
=800(w 一 之 ) +450(1<u</2). 


s J u=] Fs Segaun 8 l| 8 < 8 500(mš ) ,此 时 f 一 0 或 90°, 
故 当 点 H # ËF 的 端点 已 或 下 处 时 ,和 矩形 健身 室 的 面积 最 大 ,最 大 面积 是 
500 m°. 


. (1) 购买 标价 为 1000 元 的 商品 ,消费 金额 是 ;100 X 80% = 800 (3) , M) BJ 3 48 3⁄ 


FF 130 元 , 故 顾 客 得 到 的 优惠 率 为 


(1000—800)+130_ „a0 
1000 =33%. 


(2) 设 商品 的 标价 是 z 元 , 则 500S r800, 





Go 


tO 


,解析 ;: 记 A 表示 事件 :进入 商场 的 1 位 顾客 购买 甲 种 商品 ， 





故 消费 额 为 e 80% C [400,640](36) , 则 有 
| ' 222 +-60__ 1 | * 20%% 十 100> 1 
或 3 


z = 9 x 
400=< z + 800% = 500 
解 得 625= x= 750. 


500<z * 80% <640. 
故 购买 标价 为 625 元 一 750 元 的 商品 ,顾客 可 得 到 不 少 于 -的 优惠 率 as: 


B 表示 事件 :进入 商场 的 1 位 顾客 购买 乙 种 商品 ， 

C 表示 事件 :进入 商场 的 1 位 顾客 购买 甲乙 两 种 商品 中 的 一 种 ， 
DD 表示 事件 ;进入 商场 的 1 位 顾客 至 少 购买 甲乙 两 种 商品 中 的 一 种. 
(IT)C=A  B+A ° B, 

P(C)=P(A - B+ÀA + B)=P(A* B)+ P(À ° B) 

=P(A) * P(B)+ P(À) + P(B) 

一 0.5X0.4 十 0.5X0.6 一 0. 5. 

(I)D=A -+ B, 

P(D)=P(À * B)=P(A) * P(B)=0. 5X0. 450.2, 
P(D)=1—P(D)=0.8. 

(H De— B(3,0.8),#&k £ t 9 # 5) 29 

P(g=0)=0. 2: =0, 008, 

P(g#=1)=Ci;Xx0.8Xx0.2=0.,096, 

P(£=2)=C} X0.8 XxX0.2=0. 384, 

P(g#=3)=0. 8 =0. 512. 

所 以 Eg=3>x0.8=2. 4. 





a 2990390 12, BB t #l th fg 3 38 12 辆 , 则 租 出 的 车 为 88 38, 


(2) 设 每 辆 车 的 月 租金 定 为 x 元 , 则 租赁 公司 的 月 收益 为 


fæ) = (10-2 r ) (z 一 150)—2 z300 X50， 
整理 得 fG) = —ssGz— 4050) +307050. 


2.4 r=4050 时 ,了 f(z) 最 大 值 为 307050. 























故 当 每 辆 车 的 月 租金 定 为 4050 元 时 ,租赁 公司 的 月 收益 最 大 ,最 大 月 收益 为 
307050 JL. 


10. (1) 设 疡 是 正四 棱锥 的 斜 离 , 由 题 设 得 


] 


j— 


a2 十 本 兴 ja 一 2 i 
之 得 a= 
1 Wi 


2 1 zp’? 
h 十 本 4 h 


(h>0), 





1 


(h>0)#88 V= L x: 
3 ht) 


= NE F. N 
(Da V= hF) 


x 1 十 二 之 2 + 2, V< MRNA h=, E 1 一 1 时 取 等 号 
3 h= 1 米 时 ,V 有 最 大 值 ,日 V 的 最 大 值 为 


y 
m ZITA A 
l 


《1) 如 右 图 建立 直角 坐标 系 , 则 点 P(11,4. 5), BI 


u Par s: 
a 


将 b=h=6 与 点 P 1⁄4; A W BL F 48 
a= 7 jk 1 一 24 一 S87 和 33.3. 

改 隧道 的 拱 宽 约 为 33. 3 米 ， 

(2) “点 PALA DERM +Z k. 


Fi 
t=, 
g? 





aš 


..11 ， 4. 
i 


ÉM I=2a,h=b. 


. ç— X mab. 99r 
s 5=- 4h 2 >g 


2X11Xx4.5 


ab , 即 ab=99, 


il A5 
当 S 取 最 小 值 时 ,有 一 全 一 广 ， 


“a =n 2, = 972 





此 时 [一 2a 一 22 J231. 1,h= b6. 4. 
故 当 拱 高 约 为 6.4 m, 拱 宽 约 为 31. 1 m 时 ,土方 工程 量 最 小 . 
12. 设 购 进 件 工 恤 ,y 双 运动 鞋 ,利润 为 < Ju. y 





则 由 题 意 应 有 
0 过 xz 和 50 0=<zr=50 
0=< y=30 0= y=30 429 
r+ yZ=40 ji r+ y>40 
36z+48y= 2400 3rt 4y=;200 
z=18x+ 20y 


如 上 图 ,作出 可 行 域 , 作 直线 上 ,18z 十 20y 一 0, 即 9z+10y=0. 
当 直 线 平移 至 过 A 点 即 成 为 直线 ! 时 ,= 取 最 大 值 . 易 求 得 A(50.7 ). 








此 时 = 一 18X50 十 20X 宁 一 1150 
但 经 检验 A( 50, 二 ) 不 是 实际 最 优 解 . 
令 18r+20y=1148, H F 0 委 z 委 50,0 过 ?过 30， 
z=36 (z=46 
l y= 25 Ë. 
但 经 检验 (36 ,25),(46,16) 仍 不 是 可 行 解 ， 
同 理 令 18xz 十 20y 一 1146 , W] | a| 但 经 检验 也 不 是 可 行 解 ， 
y=24 |y=15., 
r=38, r= 48, 
再 令 18z 十 20y 王 1144, 则 | | 
y=23 y= 14. 
工 一 48 
经 检验 ,其 中 | 是 可 行 解 


故 购 进 48 件 工 恤 ,14 双 运 动 鞋 可 获得 最 大 利润 . 
13. (1) 在 第 一 次 更 换 灯 泡 工作 中 ,不 需 更 换 灯 泡 的 概率 为 pi ,需要 更 换 2 只 灯泡 的 
概率 为 
CG pip); 
(2)XF SKT K ih. E 1,2 次 都 更 换 了 灯泡 的 概率 为 (1 一 户 ) :在 第 一 次 未 更 









换 灯 泡 而 在 第 二 次 需要 更 换 灯 泡 的 概率 为 pi (1 一 ps), 故 所 求 的 概率 为 
p—=(1-—p 2° + p (1— A); 
(3) 至 少 换 4 只 灯泡 包括 换 5 只 和 换 4 只 两 种 情况 . 换 5 只 的 概率 为 p CEP p 
为 (2) 中 所 求 , 下 同 ); 换 4 只 的 概率 为 Cp (1 一 p), 故 至 少 换 4 只 灯泡 的 概率 为 
p = pt tp A- p). 





LH p =0. 8, p: =0. 3 BF, p=0. 22 +0. 8X 0. 7=0. 6. 
pÍ = 0, 6° +5 X 0. 6t X 0, 4=0. 34, 
即 满 2 年 至 少 需要 换 4 只 灯泡 的 概率 为 0. 34. 





14. 因为 单个 坑内 的 3 粒 种 子 都 不 发 芽 的 概率 为 (1 一 0. 5)’ 一 志 ,所 以 单个 坑 不 需要 
补 种 的 概率 为 
l =. 
3 个 坑 都 不 需要 补 种 的 概率 为 
CX (+) x (+) =o. 670, 
RA 1 个 坑 需 要 补 种 的 概率 为 
cix-+x(—) =o.287, 
WA 2 个 坑 需 要 补 种 的 概率 为 
C: x (+) x= =o. 041, 
3 个 坑 都 需要 补 种 的 概率 为 
Ci x (1) X (Z) =o. 002. 
补 种 费用 二 的 分 布 列 为 





HE 
fefe ee 
的 数学 期 望 为 


Eg#=0Xx0. 6704-10X0. 287 +20X0. 041+30X0. 002=3. 75. 











16. 


15. 解 法 一 〈DP=1 一 总 一 1 一 下 = 过. 即 该 顾客 中 奖 的 概率 为 了 


Cio 45 
(2)E 的 所 有 可 能 值 为 :0,10,20,50,60( 元 )， 
m. S 
H P(ë—0) ETR’ 
ll 
a ss. 
10 9 
C: PP 
P(&=20)— = =° 
= L N aA 
PE 一 50) Ce 15 
uy 
P(&#=60)=- Gr" = 
l £ # 3F4B 21: 





md 2 1 2 L 
从 而 期 望 FEE 一 0X 十 10X 5 +20X -z +50X 7p +60 X Tg 16. 


_ (CG +Ci 30_ 2 
解法 二 (DP 一 一 + 45 3 
(2) 的 分 布 列 求法 同 解法 一 . 


由 于 10 张 奖券 总 价值 为 80 元 , 即 每 张 奖券 的 平均 奖品 价值 为 8 元 ,从 而 抽 2 张 
奖券 的 平均 奖品 价值 

Eé=2X8 二 16( 元 ). 
解析 ; (了 丁 ) 解 法 一 ;由 题 意 知 ,$$ 的 可 能 取 值 为 0,1,2,3, 且 


PCG=0)=Cx (1-4) =s 
pe=p=cx2x(i-2) = 


P(e=2)=CGX (4) x(i-Z)= 
pG =3=cix (4) =Z 


所 以 上 的 分 布 列 为 








431 











的 数学 期 望 为 
el 2 a 
Eg=0X;;F1X-—-+2X —-3X 5 =2. 


解法 二 :根据 题 设 可 知 ,6~-B{(3, )， 
因此 台 的 分 布 列 为 
P=) =C X (+) x (1 一 二) “ 


= x< 2 g3 „x= 0,1l, 2,3, 


2 
RA e~B(3, £). ma Ee=3x  =2. 

(H)W8Wk—: ACAR R 22 CHM 12"7”3—34. DAT“ 3 分 乙 得 
0 分 "这 一 事件 ,所 以 AB 一 CUD, 且 C.D 互 斥 ， 


x P(O=CEX (2) x(1-4)x 


P(D)=CiX (£) x (二 Xx 二 x 士 )= 
dn 
4 34 34 


PCAB) = P(C)+P(D) =Ü as = 243: 


解法 二 :用 Az 表示 Ts “ 甲 队 得 大 分 "这 一 事件 ,用 B, 表示 “ 乙 队 得 上 分 ?这 一 事件 , 
一 0,1,2,3. 由 于 事件 A; Bo ,4A:B 为 互 斥 事件 , 故 有 

P(AB)= P(A; B, UA: B: ) = P(A;B,)+ P(A;B.). 

由 题 设 可 知 ,事件 A; 与 Bo 独立 ,事件 As 与 B, 独立 ,因此 PCB) =P, Bi) + 
R e s a 


=(+) X( 训 x +)+cix 5 -x (+ Xs ++xCx4)= 


34 
243 


最 后 , 祝 寒窗 苦 读 的 您 金榜 题名 , 心 想 事 成 ! 
如 果 您 使 用 本 书 心 有 所 得 并 取得 了 好 成 绩 , 请 发 短信 至 13954711597, 让 我 们 


作者 共同 分 享 您 的 成 功 与 喜悦 . 





亲爱 的 读者 ,谢谢 您 ! 





2008 年 高 考 H 学 语序 SN 析 及 各 考 策略 
北京 大 学 KEYT 


稳定 与 创新 是 高 考 数学 的 两 大 主旋律 ,2008 年 高 考 数 学 试题 ,注重 对 数学 思想 
和 方法 的 考查 ,加 大 思维 含量 ,突出 新 的 课 改 理念 ,试题 亮点 纷呈 ,特色 明显 . 

一 ,新 增 内 容 工具 化 

新 课程 教材 的 新 增 内 容 为 :简易 逻辑 ,向量 .概率 与 统计 .导数 . 这 些 内 容 给 高 中 
数学 增添 了 活力 ,并 且 提 供 了 更 多 新 的 研究 方法 . 如 导数 工具 的 引入 与 乒 沁 运用 ,大 
大 拓展 了 函数 的 研究 范围 ;向 量 工具 的 引 人 , 则 使 得 解析 几何 .立体 几何 与 代数 有 了 
完美 的 结合 . . 

例 1 GIM) 已 知 函数 fGay=- r +a a a GSi 

(1) 求 函数 y= 二 f(z) 的 单调 区 间 ， 

(2) 若 函数 y= 二 f(z) 的 图 象 与 直线 y 一 1 恰 有 两 个 交点 , 求 a 的 取 值 范围 ， 

解析 ,(1) 易 求 得 f(x) 的 递增 区 间 为 (一 2a,0) 与 (a, 十 oo),f(zx) 的 递减 区 间 为 
《一 ce 一 24) 与 0,a) 


(2) 由 (1) 得 到 Daa =f a= a, 


f(x) un = fa) =a 
f(z)gxg = f(0)=a' 
要 使 f(z) 的 图 像 与 直线 y= MAMARA NE- a <<a R a<, 


“T2 
即 aaf 或 O0<a<1. 


备考 启迪 :本题 主要 考查 运用 函数 .导数 的 知识 解决 实际 问题 的 能 力 . 今年 的 高 
考 趋 向 于 以 新 增 内容 为 解 题 工具 与 传统 内 容 相 结合 来 进行 能 力 考 查 , 如 导数 使 函数 
的 单调 性 、 极 值 .最 值 等 问题 都 得 到 了 有 效 而 彻底 的 解决 . 坐标 法 可 以 将 平面 向 量 与 
解析 几何 有 机 结合 起 来 ,将 平面 向 量 的 坐标 运算 、 直 线 的 方向 向 量 等 向 量 的 基本 知 
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| 识 与 解析 几何 的 思想 方法 巧妙 地 融 为 一 体 ,情景 新 颖 ,体现 了 新 课程 高 考 命题 的 














“新 ”导向 . 

二 .试题 教材 习题 迁移 化 

综观 2008 年 各 地 高 考 数学 试题 ,不 难 发 现 很 多 小 题 源 于 教材 ,也 有 许多 综合 
题 ,特别 是 大 部 分 三 角 函 数 题 等 也 是 由 课本 例 、. 习 题 的 组 合 . 加 工 和 延 拓 而 成 ,充分 
表现 出 教材 的 基础 作用 . 这 些 试 题 源 于 教材 又 有 创新 ,解法 灵活 多 变 , 有 效 地 检测 了 
考生 知识 迁移 的 能 力 . 

例 2 (湖北 卷 ) 如 图 1, 要 设计 一 张 给 形 广 告 , 该 广告 会 
有 大 小 相等 的 左右 两 个 给 形 栏目 ( 即 图 中 阴影 部 分 ), 这 两 
栏 的 面积 之 和 为 18000 cm ,四 周 空白 的 宽度 为 10 cm, 两 
栏 之 间 的 中 甸 空 自 的 宽度 为 5 cm 怎样 确定 广告 的 商 与 宽 
的 尺寸 (单位 :cm)y 能 使 短 形 广告 面积 最 小 ? 

解析 : 设 和 矩形 栏目 的 高 为 ae cm, WA b cm, Mj ab 一 9000. 

@ 





广告 的 高 为 a 十 20, 宽 为 25 十 25, 其 中 a>0,b>0. 

广告 的 面积 S= (a 十 20) (28 十 25) 二 2ab 十 405 十 254 十 500 二 18500 十 25a 十 405 衬 
18500 十 2 ,/25 * 406=18500+ V1i000ab=24500 

`4 H Iy 4 25a = 405 时 等 号 成 立 ,此 时 


p=>a RADORE 4 二 120, 从 而 b=75. 


即 当 a=120,6 二 75 F}, S 取得 最 小 值 24500. 

故 广告 的 高 为 140 cm, 宽 为 175 cm 时 ,可 使 广告 的 面积 最 小 ， 

备考 启迪 :课本 中 每 一 个 例题 .习题 的 设置 都 有 其 目的 性 和 导向 作用 ,体现 春 本 
节 知 识 所 应 达到 的 能 力 要 求 , 同 时 也 是 高 考试 题 命题 的 源 累 . 因此 ,我们 要 充分 发 挥 
课本 例 、 习 题 的 基础 性 、 典 型 性 ,示范 性 功能 , 要 坚持 “以 本 为 本 、 以 网 为 网 ”, 复 习 中 
要 加 强 总 结 、 提 练 并 灵活 运用 ,跳出 “ 题 海 ”", 回 归 谍 本 ,重视 教材 . 

= ,研究 性 学 习 成 果 化 

如 何 检测 “研究 性 学 习 课 题 " 的 教学 效果 ,考查 学 生 在 “研究 性 学 习 ” 中 逐步 养 成 
的 探索 创新 精神 ,这 是 高 考 命题 的 一 个 难点 和 亮点 . 如 2008 年 湖北 着 ,全 国 卷 ,广东 
卷 都 出 现 了 研究 性 学 习 的 试题 ,它们 形式 活泼 ,取材 新 ,很 好 地 考查 了 新 课 改 研究 
性 学 习 的 新 理念 . 可 以 预测 ,今后 高 考 将 会 更 加 注重 倡导 研究 性 学 习 , 更 加 突显 研究 
性 学 习 的 特点 ， 












例 3 CI 3E3)35 2 4 š W k MX = 0 Ú h 8 , 


2 3 
4 5 6 
7 8 9 10 
11 12 13 14 15 





根据 以 上 的 排列 规律 ,第 n(n2>3)4 A E 6 5 $ 3 个 数 是 
解析 :本 小 题 以 杨辉 三 角 为 背景 ,考查 考生 归纳 推理 和 会 用 等 差 数 列 求 和 公式 


2 
nn 


的 能 力 . 前 n 一 1 行 共有 正 整 数 1 二 2… 十 (n 一 了 ) 个 , 即 二 个 ， 





z __ me 一 
因此 第 n R 3 个 数 是 全 体 正 整数 中 第 一 二 十 3 个 , 即 为 一 一 


备考 启迪 :研究 性 学 习 的 课题 成 果 检 测 进 入 数学 试卷 ,就 把 高 考 从 单一 的 应 试 
和 机 械 重 复 书本 知识 ,死记 硬 背 中 解脱 出 来 . 出 现在 多 套 高 考卷 中 的 有 关 研 究 性 课 
题 的 试题 ,适时 地 体现 出 “高 考 指挥 棒 ” 的 正面 效应 . 

四 .试题 背景 竞赛 化 

高 考试 题 背景 竞赛 化 ,化 及 伴随 着 的 对 考生 代数 推理 能 力 的 考查 的 加 强 , 这 是 
今年 高 考试 题 中 的 一 个 比较 明显 的 特征 . 这 里 有 两 个 原因 :一 是 近 几 年 来 ,各 类 竞赛 
题 相继 降低 了 门槛 - 越 来 越 贴近 高 考 ( 全 国 高 中 数学 联赛 的 一 试 接近 于 高 考 , 但 它 比 
高 考 更 侧重 能 力 考查 ) ,联赛 和 高 考 自然 会 有 不 少 相 似 之 处 ;二 是 数学 将 赛 专 冢 积极 
参与 了 高 考 命题 工作 . 很 明显 ,高 考题 过 分 偏爱 不 等 式 的 解 题 与 证 题 技 巧 就 是 高 考 
试题 竞赛 化 的 一 个 突出 表现 . 


例 4 (湖南 卷 ) 设 [zx] 表示 不 超过 工 的 最 大 整数 (如 [2] 一 2,[ 二 ] 一 1), 对 于 给 


_ n(n—1)=-(n—[z]+1) _ 3 
定 的 nEN ,定义 (一 (TO 下 TEL 十 ) N] 3 z€ [x 3) 时 ， 
函数 Cs 的 值 域 是 Eb g 


A. [2 ,28) B. [了 ,56] 


C. (4,28)UL28,56)  D.G,20JU 2,28 


解析 ;: 当 zE[ 卫 ,2) 时 ,CC =$, 


当 z—2 hf | xr]=1, Ar A C= 4; 
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2 _ 8X7 _ 
当 rE [2, 3) Ca => 28; 


> en ra — 8X7 _ 28 
当 z 一 3 时 ,[zj==2, 所 以 Ca =s 7" 


故 函 数 C; tac EJU 25,281 # D. 


备考 启迪 :目前 高 考 的 多 数 题 型 都 能 通过 强化 训练 使 考生 熟练 掌握 ,但 为 了 过 
制 “ 题 海 涨潮 ”, 高 考 命题 在 题 型 设计 上 做 出 了 一 系列 有 效 的 改革 尝试 ,代数 推理 即 
为 其 中 之 一 . 这 类 问题 知识 网 络 的 交汇 点 多 ,涉及 的 思想 方法 丰富 ,提供 的 思维 空间 
广阔 . 

五 ,知识 衔接 高 等 化 

近 几 年 高 考试 题 中 出 现 的 新 概念 .新 定义 .新 定理 或 新 运算 等 等 题 型 ,就 其 试题 
背景 而 言 , 常 与 高 等 数学 知识 及 思想 方法 相 衔 接 ,立意 新 颖 ,抽象 程度 高 ,注重 考查 
考生 的 学 习 潜 能 和 思维 能 力 . 如 2008 年 四 川 卷 (21)、(22) 以 计算 数学 中 用 切线 法 
(牛顿 法 ) 求 解 方 程 的 近似 根 、 高 等 数学 中 的 重要 极限 e 为 背景 ,安徽 着 以 矩阵 为 背 
景 等 . 在 高 等 数学 与 高 中 数学 的 知识 交汇 处 命题 ,已 成 为 近 几 年 高 考 命题 的 一 种 
趋向 . 

例 5 (福建 卷 ) 设 王 是 一 个 数 集 , 且 至 内 含有 两 个 数 , 若 对 任意 a.bC p, RA 


a 十 6.a 一 ab、 天 把 DRA bA RH 户 是 一 个 数 域 , 例 如 有 理 数 集 办 是 数 域 有 下 


列 命题 : 

四 数 域 必 会 有 0,]1 两 个 数 ; 

四 整数 集 是 数 域 ; 

国 若 有 理 数 集 QCM, 则 数 集 M 必 为 数 域 ; 

四 数 域 必 为 无 限 集 ， 

其 中 正确 的 命题 的 序号 是 .( 把 你 认为 正确 的 命题 的 序号 都 填 上 ) 

解析 : 读 懂 题 意 易 得 由 . 

备考 启迪 :初等 数学 是 高 等 数学 的 准备 和 基础 ,高 等 数学 是 初等 数学 的 延伸 . 其 
大 致 有 三 类 :一 类 是 题目 本 身 带 有 明显 高 等 数学 知识 的 痕迹 :二 是 问题 的 进一步 引 
申 及 一 般 性 探讨 属 高 等 数学 研究 范围 ;三 是 解 题 过 程 中 体现 了 高 等 数学 的 观点 或 
方法 . 

六 .知识 交 丸 凹 显 化 

命题 时 从 学 科 整 体 的 高 度 考虑 问题 ,注重 知识 之 间 的 交叉 ,渗透 和 综合 ,以 检验 









计算 .论证 ,题目 新 颖 ,区 分 度 高 ,是 近年 来 高 考 命题 的 重点 和 热点 . 
例 6 (浙江 卷 ) 如 图 2,AB 是 平面 a 的 斜 线段 ,A 为 儿 足 , 若 点 P 卫 在 平面 a AŽ 
动 ,使 得 八 ABP 的 面积 为 定 值 , 则 动 点 了 的 轨迹 龙 ( — ) 


B 


2 

A. š) B. $ A 

C. 一 条 直线 D. 两 条 平行 直线 

解析 :本题 是 一 道 立体 几何 与 解析 几何 的 综合 问题 . 从 本 质 上 来 看 ,点 PRE 
求 做 到 既 在 平面 a 内 运动 ,又 在 运动 过 程 中 保持 到 直线 AB 的 距离 不 变 . ü 已 的 轨 
迹 是 以 AB 为 轴 的 圆柱 ,这 样 就 要 把 它 迁移 到 一 个 平面 斜 截 一 个 圆柱 表面 的 问题 上 
来 ,所 以 得 到 的 轨迹 是 椭圆 . 故 选 P. 

备考 启迪 :知识 的 交叉 ,整合 主要 体现 在 综合 考查 平面 向 量 的 数量 积 、 向 量 的 夹 
角 方程. 不等式、 三 角 函 数 等 多 项 知识 ;把 集合 .导数 ,不等式 结 合 起 来 ,并 考查 分 拓 
与 整合 的 数学 思想 ;涉及 球 .正四 面体 的 基本 性 质 , 或 者 将 立体 几何 与 解析 几何 相 结 
合 ;将 二 次 函数 与 三 角 函 数 结合 ,并 与 数列 不等式. 导数 相 融 全 等 ， 

七 .思想 方法 主角 化 

数学 的 思想 和 方法 是 数学 知识 在 更 高 层次 上 的 抽象 ,概括 与 提炼 . 今年 的 数学 
试题 对 数学 思想 和 方法 的 考查 贯穿 于 整 卷 之 中 , 既 注 重 全 面 ,又 突出 重点 ,使 试题 处 
处 有 “思想 ”, 而 且 还 体现 出 层次 性 . 

@ 7 (湖北 卷 ) 观 察 下 列 等 式 : 


PETR S 
2: Pn Tn 


p E 上 A 
2i san Hn Han» 


a asla laila 
2: n Tn ++ 


AEE E aq E h 
2: n tyn tan 30 ° 


考生 能 否 形成 一 个 有 序 的 网 络 化 知识 体系 ,尤其 是 学 科 内 的 知识 交汇 非常 明显 ,有 
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hs l e E Lous 
2 š g” Tn T+ n pu 





8 rl ls 1 sr 
Bi =n Hyn +n gn Tin 


FE 
Di =a tan" taan Ta on “二 a na, 
i=] 
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. 1 
可 以 推测 , 当 E>=2(EEN Ba = Ta = a, 1 一 sg- 


 ——s 


解析 :本 题 并 不 难 , 却 很 好 的 考查 了 观察 .类比 、 猜 想 、 归 纳 等 思想 方法 , 易 得 管 


k 
案 17，0. 


备考 启迪 :数学 思想 方法 是 数学 学 习 和 研究 的 “核心 "和 “灵魂 ”, 它 并 不 是 完全 
抽象 的 东西 , 南 是 以 数学 知识 为 载体 的 实 实在 在 的 内 容 , 同 时 又 是 万 干 实例 的 提炼 
和 总 结 , 具 有 本 质 性 .概括 性 和 指导 性 . 

八 .传统 内 容 双 向 化 

高 中 数学 新 课程 中 ,立体 几何 内 容 编 排 了 两 个 版 本 :一 个 是 沿 旨 传统 的 立体 几 
何 和 知识 基础 和 编排 策略 ,通过 演绎 证 明和 人 逮 辑 推理 建立 几何 体系 ;为 一 个 是 应 用 
空间 向 量 的 方法 处 理 儿 何 问题 ,把 几何 图 形 的 性 质 代数 化 ,通过 计算 解决 几何 问题 ， 
这 是 改革 立体 几何 研究 方法 的 新 的 尝试 . 在 各 省 的 试验 中 ,两 种 方法 都 有 采用 ,高 考 
命题 中 为 了 支持 课程 改革 ,对 于 同一 题目 ,考生 都 可 以 采用 两 种 不 同 的 方法 求解 , Jr 
法 使 用 难 易 相当 (哈哈 , 记 否 : 问 量 思 想 上 天 和 人 地 ， 随想 所 和 欲 ?)， 

例 8 (山东 卷 ) 如 图 3, Ë. 2 vg iñ #Ë P 一 ABCD, 底 面 
ABCD AR ë ,PA L + ABCD, ZABC=60 , E.F 分 别 
是 BC .PC 的 中 点 . 

(I)ig3M AE | PD; 

(H) H p PD 上 的 动 点 ,EH 与 平面 PAD 所 成 最 





K 角 Bemis, 求 二 面 角 E—AF—C he zii. 
解析 :( 工 ) 证 明 略 . 
(H)>W AB=2,H 为 PD 上 任意 一 点 ,连接 AH,EH. 
HIOA AELK PADD, 则 一 FEHRA 为 EH 与 平面 PAD 所 成 的 角 . 
E RtAEAH 中 ,AE=y3,.. š AH BER, EHA K, M AH | PD 时 ， 








P: V3 _ 6 . | 


ZEHA # K. 此 时 tanZEHA= XT AH 2” — AH =42. X AD 一 2, 所 以 


ZADH=45°, PA=2. 

向 量 法 :由 (IT) 知 AE、AD.、A4AP 两 两 垂直 ,以 A 为 
坐标 原点 ,建立 如 图 4 所 示 的 空间 直角 标 系 ,又 下 上 上 
分 别 为 BC ,PC 的 中 点 ;所 以 EF 分 别 为 BC、PC 的 
中 点 ;由 A(0,0,0),BW3, 一 1,0) ,C3,1,0) ,D(C0,2， 





0),P(0,0,2), E(B,0,0) FC, 1,1, .AË= Gs, B 
0,0),AF= 3, 1, 

设 平面 AEF 的 一 法 向 量 为 m= (zi yz) 

W m + AE=0,m* AF=0 

V3z 一 0， 

Je Hinta =0. 

取 z, =— 1,0] m= (0,2, 一 1)， 

`` BD | AC,BD | PA,PANAC=A, 所 以 BD | 平面 AFC, BDX Fii AFC 
BJ — EE [n] It. 

XBD=(—/3,3,0), 

m» BD 2X3 5 


”一 
weDS7《 7 BD) = —— = = 


m| + BD] V5XVI 5 ' 
=i E—AF— C 为 锐角 , 故 所 求 二 面 角 的 余弦 值 为 "9 











( 注 ; 该 问 还 可 以 用 传统 法 来 解 ,您 不 妨 试 一 试 ) 

备考 启迪 :2008 年 理科 18 份 试卷 中 ,有 16 道 立 体 几 何 题 明显 给 出 了 空间 坐标 
系 的 框架 ,只 要 有 利用 空间 向 量 的 意识 ,建立 空间 坐标 系 后 就 容易 求解 .立体 几何 题 
大 多 可 以 用 向 量 作 工具 解决 ,兼顾 了 (A)、(B) 两 种 教材 版 本 ,而 对 咕 数 .不 等 式 、 数 
列 .圆锥 曲线 等 问题 大 多 需 与 导数 相 联 系 , 促 进 了 新 老 内容 的 衔接 . 

九 .新 课程 思想 理念 化 

在 近 几 年 高 考 命 题 中 贯彻 了 新 课程 标准 的 理念 ， 多 考 一 点 想 , 少 考 一 氮 算 Ll 
能 力 立意 的 数学 高 考试 题 不 断 推出 一 些 思 路 开 阅 情境 新 额 脱俗 的 创新 题 型 ,它们 

















往往 不 是 以 知识 为 中 心 ,而 是 以 问题 为 中 心 ,并 不 拘泥 于 具体 的 知识 点 ,而 是 将 数学 
知识 .方法 和 原理 融 于 一 体 . 
例 9 (江苏 卷 ) 请 先 阅读 ;在 等 式 cos2z 一 2cossz 一 1(zER) 的 两 边 求 对 工 求 
导 ,得 (cos2z) 一 (2cos x 一 1) ,由 来 导 法 则 ,得 (一 sin2r)，2 一 4cosz * (— sinr), 4 
Ë) PT SF =, sin2z— 2coszx * sint. 
(1) 利 用 上 题 的 想法 (或 其 他 方法 ), 结 合 等 式 (1 十 zx)" 二 CG 十 Gz 十 Ciz + + 


Crzn(zrER, 正 整数 7 三 2) ,证明 :n[ (1 十 x)” ' —1]= XC" ' . 
(2) 对 于 正 整 数 n3, RHE: (i) X (> D'C =0; Gi) X (—1)kt C=0; 


DD EFC AT 


证 明 :(1) 在 等 式 (1 十 z)" 二 Cr 十 Cz 十 Cz 十 …Csz" 两 边 对 x 求 导 得 
n(1+ xz)" =C] H2O tHe (a DO a"? HaC"! 


移 项 得 AHI] EC O) 

DDE ODAH: S z=1 MA DRC =0, 4 E (D C=O 
(这 由 GD) 知 aAa) =C +2Ca H3O e aC" = DRC, 
两 边 对 工 求 导 ,得 aaae) = Pk- DOr $ z 一 一 1， 


得 2 一 1)Cv( 一 1) 一 0， 


MX (— DR — RCA =O (1) 
X HOO 82 DRC 二 0 (2) 


DEDE (DRC = 

(ii) 将 等 式 (1 二 z)" 一 CI 十 Ciz 十 Cr 十 … 十 Crzx" 两 边 在 [0,1] 上 对 z 积分 ,得 
BO +z)'azx=[|1(C4+C;z+Cliz*' +C" da 

TUVE TIE E EERS y T O Dl: 


; 1] 有 
B Sri” n+l ` 






学 问题 考查 创新 意识 的 典范 . 又 说 :经 常 进行 编 题 训 练 , 有 益 于 解 题 
W a|] — 


主干 知识 突出 化 . 2008 年 高 考 数学 试题 ,对 于 支撑 高 中 数学 学 科 的 函数 .不 等 
式 与 导数 .数列 与 递 推 数列 ,三角 函数 与 向 量 、 解 析 几 何 与 立体 几何 ,概率 与 统计 等 
内 容 在 数学 试卷 中 占有 很 高 的 比例 ,并 且 达 到 了 惊人 的 深度 和 高 度 , 从 而 构成 了 数 
学 试卷 的 主体 ， 

知识 应 用 生活 化 . 在 近 几 年 高 考 的 数学 命题 中 ,将 数学 应 用 于 实际 问题 的 解决 
已 成 为 一 种 趋势 ,例如 从 简单 的 贺卡 分 配 问题 到 复杂 的 价格 问题 人口 住房 间 题 \ 环 
境 污 染 问 题 .存款 按揭 问题 .医疗 卫生 问题 种植 与 成 本 问题 .抢险 救灾 问题 .比赛 设 
置 与 结果 预测 问题 等 . 

问题 情境 开放 化 . 命题 的 新 颖 是 多 年 来 高 考 的 又 一 特点 ,每 年 都 会 推出 一 些 新 
题 ,这 种 “新 ”表现 为 命题 的 立意 新 ,情境 新 、 设 问 方式 新 . 2008 年 数学 试题 通过 多 元 
化 、 多 途径 、 开 放 式 的 设 问 背 景 ,客观 .全 面 地 测试 考生 观察 .试验 ,联想 ,猜测 ,归纳 、 
类 比 ,推广 等 思维 活动 的 水 平 , 命 题 时 注重 了 试题 的 多 样 性 ,设计 了 大 量 研究 型 、 控 
索 型 或 开放 型 的 题目 ,使 试题 处 处 有 思想 ， 








备考 启迪 水 题 的 设计 是 比较 新 颖 的 ,要 求 考生 既 会 纺 题 ,又 会 解 题 ,这 是 用 数 】 

















2008 年 高 考 数学 创新 题 型 评析 


清华 大 学 LFA 


综观 近 几 年 高 考 数 学 试题 ,试卷 在 创新 改革 题 型 的 “试验 田 ”" 中 迈 出 了 较 大 步 
伐 ,相继 推出 了 一 些 题 意 新 颖 .构思 精巧 ,具有 相当 深度 和 明确 导向 的 创新 题 型 ,使 
高 考 数学 试卷 充满 青春 活力 ,并 随 之 加 大 了 高 考试 题 的 难度 . 下 面 就 2008 年 高 考 数 
学 试卷 中 的 创新 题 型 进行 评析 , 旨 在 探索 题 型 规律 ,总结 解 题 方 法 , 助 您 一 考 成 名 ! 

一 ,情景 创新 一 一 突出 信息 迁移 

这 类 试题 常 以 考生 已 有 的 知识 为 基础 ,给 出 一 定 容量 的 新 信息 ,如 新 概念 、 

新 公式 .新 运算 .新 法 则 等 ,要 求 考生 能 运用 这 些 知 识 做 进一步 的 运算 ,推理 和 迁移 ， 
做 到 “化 生 为 熟 ”, 考 查考 生 解 决 新 问题 的 能 力 . 其 特点 是 内 容 新 疾 、 推 理 简 捷 、 即 时 
运用 . 

1. 定义 新 概念 

在 中 学 阶段 没有 出 现 过 ,而 在 高 等 数学 中 的 基本 概念 都 属于 这 种 范畴 ,比如 在 
历届 高 考试 卷 中 就 出 现 过 和 矩阵 基本 概念 ,线性 相关 问题 “~”( 集 合 A 的 一 个 等 价 
关系 ) ,集合 的 分 拆 等 的 试题 . 

例 1 (福建 卷 ) 设 忆 是 一 个 数 集 , 且 至 少 含 有 两 个 数 ,车 对 任意 a,bEP 了 都 有 a 


+b,a—b,ab, + € p( fk A b0), Ui p 是 一 个 数 域 .例如 有 理 数 集 Q 是 数 域 ; 数 集 


F 二 (a 二 bY2|a,bE Q| ) 也 是 数 域 .有 下 列 命题 ， 
中 整数 集 是 数 域 ; 回 若 有 理 数 集 QC M,W aj M x: 32 3 3 ORR LAAR 


集 ; 由 存在 无 穷 多 个 数 域 . 
其 中 正确 的 命题 的 序号 是 .( 把 你 认为 正确 的 命题 的 序号 都 填 上 ) 


解析 :整数 集中 取 两 个 数 2,3, 由 于 必 Z, 所 以 错 ;整数 QCM REM 中 有 


异 于 QQ 的 一 个 无 理 数 , 显 然 此 时 M 不 符合 定义 , 故 四 错 , 由 定义 知 轧 .由 符合 定义 

评析 :这 里 “ 数 域 ? 是 一 个 全 新 的 概念 ,要 使 问题 得 到 圆满 解决 ,必须 真正 领会 
“BOR EN. 

2. 规定 新 运算 

除了 中 学 教材 中 定义 的 运算 法 则 外 ,还 可 以 自行 定义 一 些 运 算 关 系 来 考查 学 生 
的 理解 能 力 ,此 类 问题 在 集合 中 出 现 的 几率 最 多 , 常 定 义 的 一 些 新 运算 例如 ， 
“M— P” "Rpg, 












例 2 (江西 卷 ) 定义 集合 运算 :A*B 
(1,2),B 二 {0,2), 则 集合 AX B 的 所 有 元 素 之 和 为 ( ) 

A.O B, 2 Ln D.6 

解析 :由 新 定义 知 :A* B= {0,2,4} ,所 以 所 有 元 素 之 和 为 6. 

评析 :此 题 以 集合 为 载体 ,通过 新 定义 x ” ,考查 学 生 的 阅读 理解 能 力 和 对 新 知 
识 的 转化 能 力 ， 

3. 设 定 新 规则 

新 规则 要 强 于 新 运算 ,因为 此 类 问题 属于 新 概念 与 新 运算 的 综合 问题 , 队 要 下 
起 透 新 规则 中 的 新 概念 含义 ,又 要 会 将 新 运算 法 则 转化 为 以 前 学 过 的 法 则 才能 把 
题解 决 . 

例 3 (北京 卷 ) 对 于 每 项 均 是 正 整 数 的 数列 A:a yas saa， 定义 变换 本 g. 
je 3k s] 和 A 变换 成 数列 本 ， (CA):nra—la—1" a,—1. 

对 于 每 项 均 是 非 负 和 整数 的 数列 B:b br> ,定义 变换 T,. T, 将 数列 B 各 项 
从 大 到 小 排列 ,然后 去 掉 所 有 为 零 的 项 ,得 到 数列 T,(B); 又 定义 S(B)= (b, + 2b, 
H tmb, )+ b +H + +b, . 

ik A, 是 每 项 均 为 正 整数 的 有 穷 数 列 , 令 Ani = T, (T, (A,))(k=0,1,2, 2). 

(T )4e R 3k A, 为 5,3,2, 写 出 数列 A A; ; 

(H ) 对 于 每 项 均 是 正 整 数 的 有 穷 数列 A, 证 明 SCO, (A))=S(A); 

解析 :( 了) A,。: 5,3,2, Ti A) € 3,4,2, 1, A = T, TA)):4,3,2:1; 
下 (A,)) 4 3 2，1. 

c ) 设 每 项 均 是 正 整 数 的 有 穷 数 列 A 为 Ga, dr" dn? 

m T. CAA nsa, lea l, a, —1, 

从 而 SiT, (A))=2[n+ 2(a, _1) 十 3(@ 一 1) 十 … 十 (ma 十 1)(Cou 一 1)] 十 + 
(a 一 1)2 十 (一 1)2 十 … 十 (as 一 1) ， 

pd S(A)=2(a,+2a, + Hna, ) Ha" ta, Heta, ， 

所 以 和 (CT [ASCA) 一 2[n 一 2 一 3 一 … 一 (na 十 1)] 十 2(ai 十 az 十 … 十 ae) 十 于 
一 2(ai 十 as T +a,) 十 nn 二 ey E E E 

评析 “变换 数列 "是 一 个 全 新 的 概念 ,要 使 问题 得 到 圆满 的 解决 ,必须 深刻 理解 
“变换 数列 ”的 新 规则 ,然后 借用 数列 的 运算 规则 把 问题 转化 . 解 此 类 问题 需要 仔细 
阅读 、 理 解 题 意 和 较 强 的 转换 能 力 ， 即 把 “变换 数列 ”转化 为 普通 的 数列 的 能 力 . 

二 .开放 创新 一 一 注重 探索 规律 

所 谓 开 放 探 索 型 问题 是 相对 于 中 学 课本 中 有 明确 条 件 和 明确 结论 的 封闭 型 问 
题 而 言 的 ， 这 类 试题 的 知识 覆盖 面 较 大 ,综合 性 较 强 ,灵活 选择 方法 的 要 求 较 高 ,其 
有 相当 的 深度 和 难度 . 它 重 在 考查 考生 的 分 析 HERRE. 

1， 完 形 填空 型 

文 类 问题 一 般 给 出 部 分 或 全 部 结论 ,条 件 残 缺 或 部 分 结论 不 完善 ,要 答题 者 分 
析 .探索 缺少 的 条 件 或 绪论. 





= (z|z=zy,z€ A,y€ B). $ À = 
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例 4 〈 江 苏 卷 ) 如 图 ,在 平面 直角 坐标 系 rOy 中 , 设 
六 ABC 的 顶点 分 别 为 A(0,a), B(b,0),C(c.0), 5. P(0, P) 
是 线段 OA 上 一 点 ( 蜡 于 端点 ),a,b.c,P 均 为 非 零 常数 , 直 
线 BP.CP 分 别 交 AC.AB 于 点 E.F. 一 同学 已 正确 地 求 


出 直线 OF 的 方程 ( 亡 一 二 )z 十 (证 一 上 二)y 一 0 为 ,请 你 二 
完成 直线 OF 的 方程 :( J+ y=. 

解析 :通过 画 草图 ,由 对 称 性 可 猜想 二 一 一 .事实 上 ,由 截 距 式 可 得 直线 AB. 
+Z = 1, E CP: E+ ARARE H -yo BAA 
线 AB 与 CP 的 交点 下 满足 此 方程 ,又 原点 O 也 满足 此 方程 , 故 为 所 求 直线 OF 的 方程 ， 

评析 :这 是 一 道 数 学 完 形 题 ,其 特点 是 命题 中 部 分 结论 明确 ,需要 完善 另 一 结 
论 . 解答 此 类 问题 ,一 般 借 用 已 给 结论 ,通过 对 比 .联想 等 手段 ,完善 填空 题 所 缺少 的 
条 件 . 

2. 归纳 猜想 型 

所 谓 归 纳 , 是 指 通过 特例 的 观察 和 综合 去 发 现 一 般 规 律 , 它 是 发 现 和 认识 规律 
的 重要 手段 ,有 些 高 考 填空 题 往 往 可 以 通过 特例 寻 殉 出 解 题 思路 . 

例 5 (北京 卷 ) 某 校 数 学 课外 小 组 在 坐标 纸 上 , 为 学 校 的 一 块 室 地 设计 植树 方 
案 如 下 :第 请 棵 树种 植 在 点 Pinna, A F r =1,y 二 1, 当 上 之 2 时 ， 


: =T- +1—s[T( Z) — r=] ' 


WA- HI 一 S 一 r=. 


T(a) K F 3 ñ RE a 的 整数 部 分 ,例如 T(2.6) 一 2,T(0. 2) 一 0. 按 此 方案 ,第 6 
标 树 种 植 点 的 坐标 应 为 ;第 2008 棵 树种 植 点 的 坐标 应 为 


解析 ; 设 = TË T 2, l z(k)==(k+5), H k=5m+1,mC N ,由 


已 知 可 求 得 z =1, y =2, MAH Lro = z; = 3, Yro = Yat =] F (zx, | ) X 401 = 402 
(其 中 401 为 2008=5X401+3 模 5 带 余 算式 中 的 商 ). 

(Try ) = (3,402). 

评析 :阅读 理解 题 考查 的 不 仅 是 阅读 理解 能 力 .观察 分 析 能 力 , 还 考查 考生 的 归 
纳 总 结 及 灵活 变形 能 力 . 只 要 考生 有 归纳 的 意识 ,并 细心 观察 就 能 完成 解答 ， 

3. 结论 开放 型 

在 近 几 年 的 高 考 数学 试卷 中 ,填空 题 已 成 为 创新 改革 的 “试验 田 ”, 其 中 出 现 了 
不 少 以 能 力 立意 为 目标 ,以 增 大 思维 容量 为 特色 ,具有 一 定 深度 和 明确 导向 的 创新 
题 型 ,其 中 多 项 选择 题 , 即 要 求 符合 题 意 条 件 的 结论 按说 明 填 写 出 来 ,其 实 也 就 是 选 
择 题 的 补充 和 拓展 . 







例 6 (江西 卷 ) 如 图 1, 一 个 正四 棱柱 形 的 密闭 容器 水 
平 放置 ,其 底部 镶嵌 了 同 底 的 正四 棱锥 形 实 心 装饰 块 ,容器 
8 8 # a 3F 2 BJ kaa 22 if E e9 38 4 65 Tñ 5. P. 2 X: 3⁄8 
客 器 倒置 ,水 面 也 恰好 过 点 P( 图 2), 有 下 列 四 个 命题 : 

A. 正 四 棱锥 的 高 等 于 正四 棱柱 高 的 一 半 ° 

B. 将 容器 侧面 水 平 放置 时 ,水 面 也 恰好 过 点 了 

C. 任意 摆 放 该 容器 , 当 水 面 静止 时 ,水 面 都 恰好 经 过 点 PP 

D. 若 往 容器 内 再 注入 a 升水 , 则 容器 恰好 能 装 满 

其 中 真 命题 的 代号 是 ; ( 写 出 所 有 真 命 题 的 代号 ) 

解析 :由 于 正四 棱柱 和 正四 棱锥 均 左 右 对 称 , 所 以 将 容器 侧面 水 平 放置 时 ,水 面 
也 恰好 过 点 P. 

将 容器 倒置 ,水面 也 恰好 过 点 P, 所 以 上 下 两 部 分 容器 相等 ,所 以 真 命题 的 代 三 
为 B.D. A 

评析 :这 是 近年 来 才 出 现 的 新 题 型 ,属于 选择 题 中 的 多 选 题 , 排 除了 “唯一 性 ”中 
“ 猜 ” 的 成 份 , 多 个 结论 的 开放 加 大 了 问题 的 难度 ,要 求 考生 必须 对 每 个 备 选 结论 逐 
一 研究 其 真 伪 性 ,才能 探索 出 正确 答案 . 对 这 类 问题 不 能 有 一 丝 一 训 的 朴 忽 , 销 选 一 
+T A EB PT TH. 

三 、 知 识 交 叉 一 一 注入 高 考 新 活力 

”以 知识 网 络 的 交汇 点 设计 的 高 考 解答 题 ,运用 知识 之 间 的 交叉 .渗透 和 组 合 ,是 

基础 性 与 综合 性 的 最 佳 表 现形 式 . 随 着 学 习 的 深入 ,知识 积累 的 增多 ,各 部 分 和 和 识 在 
各 自发 展 中 的 纵向 联系 以 及 部 分 知识 之 间 的 横向 联系 日 益 密切 ,您 应 不 失 时 机 地 构 
筑 知识 网 络 ,并 在 各 个 阶段 逐步 扩充 与 完善 . 

例 7 (江苏 卷 ) 请 先 阅 读 : 在 等 式 cos2r 一 2cos:zr 一 1(zER) 的 两 边 对 工 求 导 ， 
得 (cos2x) 一 (2cos :Xx 一 1) ,由 求 导 法 则 ,得 (一 sin2r)，2 一 4cosr。( 一 sinr), 化 简 
得 等 式 sin2z= 2cos * sinz. 
(1) 利 用 上 题 的 想法 (或 其 他 方法 ) ,结合 等 式 (1 十 z) 一 上 十 Cr 十 Cr 十 


yh. 


C "r="(rzC€C R, E £ 8 n2Z2) 证明 nl z)n—1—1]= ZC T. 
O X (— DRC, =0; 
GD X (— DR C, 一 0 

-TE s 


tiyay hie 
kkr” nti ` 


证 阴 ;(1) 将 等 式 (1 十 xz)"= 二 CG +C e tHE, a ++ + C,"z" 两 边 求 导 ,得 





n(1 十 x)* 1! 一 CQ! 十 2C rH, 十 十 nC a =n+ ZkC x ' I 

















所 以 a [ (1--z)" ' —1]= Pr k" 
(2)(i) . CID 8. 


(让 对 等 式 nA Hr =C, T+2C ?zx 十 3G3z? 十 … 十 nC Ar = EC trt 1 Bi 
=? 
一 次 求 导 ,得 naD (42) = Dkk IC, r, 
PA E D'R C, — -i (— 1)k (k—1)C,* + X (— 1)kC,* = = X RCk—1)C, ; 


edy e Oa (—1)“ nn —n(1—1)" = 


评析 : 此 考题 是 以 三 ee na 
理 , 导 数 等 知识 ,这 是 典型 的 网 络 综合 问题 . 解 此 类 问题 应 注意 从 题目 的 众多 条 件 和 
求解 (求证 ?中 提取 相关 信息 ,推动 题目 信息 的 延伸 ,归结 到 某 个 确定 的 数学 关系 ,从 
而 形成 一 个 解 题 的 行动 序列 . 


dh 和 w 





L. 你 认为 本 书 中 哪些 例题 .习题 解法 漂亮 .点评 透 彻 ? 

2. 你 认为 哪些 题目 还 有 更 好 的 解法 ? 

3. 你 的 亮 眼 发 现 了 哪些 排版 印刷 错误 ? 

4. 你 认为 哪些 例题 ,习题 已 经 过 时 ,需要 删 掉 ? 补充 哪些 题目 更 好 ? 

请 发 短信 至 13954711597. 以 下 精美 礼品 等 你 拿 :1. 卫视 力 直流 静 光 台 
灯 ;2. 金太 子 视力 保护 器 ;3. 朗 德 氛 不 破 高 级 学 生 本 (数量 有 限 ， 送 完 即 止 ，》 
; 早 发 早 得 ). | 


敬 请 期 竺 以 下 数学 解 题名 著 : 

1《 高 考 数学 解 题 思维 方法 前 宗 》 作者 : 罗 增 颂 教 授 
2.《 从 此 不 再 怕 数 学 秘 修 系列 》 作者 ; 罗 增 儒教 授 
3.《 解 题 1 十 13《 解 题 新 境界 》 作者 : 罗 增 颂 教 授 


二 和 
而 < 二 < 4 $ h. et 8-2 8 


本 书 引 用 了 部 分 间 志 的 文字 资料 , 特 表 感谢 . PI KE R 3 5 , 0: B, 5 5 3 SER RSBMC13954711557). 








